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PRESENTACIÓN 


Creemos que la educación atraviesa por múltiples dificultades, 
vemos como en el transcurrir de los procesos de Admisión, grupos de 
especialistas discuten y dictaminan cambios en los modelos de prueba 
que son tomados en los llamados Concursos de Admisión. Es por ello que 
tenemos que ser consecuentes del rol protagónico que tenemos todos 
aquellos quienes nos encontramos inmersos en la labor educativa. 


El Fondo Editorial RODO es un grupo educativo conformado por 
profesionales de experiencia que por muchos años vienen participando 
en el análisis y resolución de Exámenes de Admisión tomados en las 
diferentes universidades de nuestro país, tales como la UNI, UNMSM, 
UNAC, UNA y UNFV. 


Conocedores de la realidad de nuestro educando que día a día nos 
muestra la interacción con ellos en las aulas de clase y poniendo en 
manifiesto nuestro compromiso como educadores hemos asumido el reto 
de contribuir a elevar el nivel académico de manera integral, dándole 
prioridad aloscursos de matemática y ciencias. 


Continuando con la elaboración de nuestra colección, en esta 
oportunidad presentamos el texto teórico - práctico denominado LIBRO 
DE TRIGONOMETRÍA y GEOMETRÍA ANALÍTICA, concentrando 
todo el esfuerzo y la experiencia del grupo humano que la conforman. 
Caracterizándolo así por el rigor y la exigencia académica, ya que abarca 
lostemas solicitados porel prospecto de Admisión. 


Esta obra es la continuación de una serie de publicaciones que 
permitirán al estudiante acceder a un material novedoso el cual sabemos 
generará diversos comentarios y sugerencias, los cuales sabremos 
aceptar. 


Fondo Editorial RODO 
De: Walter Z. Benitez Nuñez 
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= Determinar la relación entre lo medida dl ángulo elos diversos sitemas. 


EL ORIGEN DEL SISTEMA MÉTRICO DECIMAL 


Los romanos se habían esforzado en imponer un sistema 
único de medidas válido en todo su inmenso imperio, 
pero luego, durante la Edad Media, volvió a reinar un 
Increíble desorden. Proliferaron las unidades y, pese а 
que todas conservaban el mismo nombre, cada una de 
ellas tenía valores tan diferentes que a veces casi 
llegaban a duplicarse, a unos kilómetros de distancia, al 


pasar de una provincia a otra, 
Los edictos promulgados para poner remedio a esta 

situación fueron papel mojado, pero ya apuntaban en COLISEO ROMANO 

ellos los esbozos de un sistema de unidades coherente. JOYA ARQUITECTÓNICA CIRCULAR. 


El primer paso en este sentido lo dio el sacerdote francés Gabriel Mouton, quien, en 1670, propuso un 
Sistema decimal cuya unidad era la longitud del arco de meridiano equivalente a un minuto de arco. 


Serán los ideólogos de la Revolución Francesa quienes, para responder a los deseos expresados en los 
"memoriales de agravios" de 1789, pero también en los de los Estados Generales de 1576, para que en 
toda Francia sólo existiera un peso y una medida, tras suprimir los derechos feudales referentes a los 
pesos y medidas (15 de marzo de 1790), decidieron uniformarlo todo, Se propuso instaurar un sistema 
de medidas único y uniforme, basado en el uso exclusivo de la escala decimal, asegurando así la 
facilidad en los intercambios y la integridad en las operaciones comerciales. La Academia de las Ciencias 
trató de excluir todos los elementos arbitrarios, todo lo que pudiera despertar sospechas sobre el interés 
particular de Francia y, finalmente, se volcó hacia la Naturaleza, Así, en Marzo de 1791, decidió que el 
cuarto de meridiano terrestre se convirtiera en la unidad real de medida, y la diezmillonésima parte de 
esa longitud (la cuarenta millonésima parte de un meridiano terrestre) fuera la unidad usual. La unidad 
en cuestión recibió el nombre de "metro" (del griego metron, “medida”), sus divisiones se denominarían 
con prefijos latinos (decimetro, centímetro, milimetro) y sus múltiplos, con griegos (decámetro, 
hectómerro, kilómetro). 


El arco de meridiano elegido fue el que va desde Dunkerque hasta Barcelona y la medición fue 
encomendada a dos astrónomos: Jean-Baptiste Delambre, que comenzaría en Dunkerque, y Pierre 
Mechain, que lo haría en Barcelona, ambos deberían encontrarse en Rodez. Parten en junio de 1792. 
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INTRODUCCIÓN 

А través de la historia, los avances que se producen en todos los campos de la ciencia, son el 
producto de satisfacer las necesidades. La trigonometría no es ajena a este proceso, al determinar una 


definición de ángulo diferente a la definición clásica planteada en geometría: “Intersección de dos 
rayos con un vértice común". 


Con el objeto de introducir en nuestro campo de estudio a los ángulos mayores a una vuelta, así 
como también, luego de establecer alguna conversión de las medidas de los ángulos en el plano, 
generadas en un sentido u otro (diferencias en el signo) 


En el presente capítulo además de reconocer el ángulo trigonométrico, se revisará de manera muy 
concreta los sistemas de medición angular más conocido, así como las relaciones que se establecen 


entreestas. 


[DEFINICIÓN 
El ángulo trigonométrico es aquel que se genera por la rotación de un rayo (en un mismo plano) 
alrededor de un punto fijo llamado vértice, desde una posición inicial hasta una posición final. 


La gráfica adjunta muestra un ángulo trigonométrico generado en sentido antihorario y sus 
elementos. 


м OR : Posición inicial [lado inicial] 
OR': Posición final [lado final] 

O: Vértice del ángulo generado 
0 2 Ángulo trigonométrico 


- _ Si el giro del rayo es en sentido antihorario, el ángulo se considera positivo. Así el ángulo 
anteriores positivo. 

-  Siel girodel rayoes en sentido horario, el ángulo se considera negativo. 

-  Siel lado final coincide con el lado inicial por primera vez luego de un giro, entonces el 
ángulo es de una vuelta (ángulo de revolución). 


Ў 
X 
S 
pubes 
teria pocas 
e e nim 
| 
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3) È 5 


Ángulo de 1 vuelta Ángulo nulo (0). 
9 d 
Ángulo de 2 vueltas. D Ángulo recto: 3 vuela. 
En general: 
E 9 
LEN 


— < m2 trigonométrico < + 0 


Ejemplo: De la figura mostrada, determinar a - B: 


© 


Resolución: En la figura adjunta, se observa el cambio de sentido del ángulo B para poder 


sumar gráficamente. 
A 

Luego: a+ CH) = 1 vesta 
a-P=1w 


MATEMATICA IT 


Expresar la medida de los ángulos en términos del ángulo de una vuelta, no es muy común y poco 
práctico, para llo utilizamos los sistemas de medidas adecuados. 


“También conocido como sistema de medida inglés, es el sistema más utilizado en las aplicaciones 
de ingeniería, navegación, etc. Es aquel sistema que divide al ángulo de una vuelta en 360 partes 
iguales; cada división esla unidad del sistema llamado grado sexagesimal (1°, por lo tanto cl ángulo de 
una vuelta mide 360°, 


41 <> 300 | 
Subunidades: 1' ; minuto sexagesimal 1" : segundo sexagesimal 
Donde: 
(SISTEMA DE MEDIDA CENTESIMAL 


También llamado sistema de medida francés, este sistema es de poco o nula aplicación práctica. 
Es aquel sistema que divide al ángulo de una vuelta en 400 partes iguales; cada división es la 
unidad del sistema llamado grado centesimal (1), por lo rantoel ángulo de una vuelta mide 400. 


Гах] 
Subunidades 1" : minuto centesimal 1° : segundo centesimal 


Donde: 


Llamado también sistema circula, la unidad de este sistema es el radian (1 rad) y se define como 
aquel que divide al ángulo de una vuelta entre 22, por lo tanto el ángulo de una mide 2xrad.. 


Pu, 


Valores aproximados de x: я = 3,1416; 
Б OBSERVACIÓN 


Debido a que 1 rad es una vuelta dividida en 2л partes (6,28..), 1" es una vuelta dividida en. 


360y žes una vuelta dividida en 400, se concluye: 


J THIGOYOMETRÍA 


Este último, se usa para convertir de un sistema a otro (factor de conversión) 


Ejemplo: 


п=31416 
1 rad =57,296" 


5 лай = 57°17 44,8 


Consideramos un ángulo positivo como el de la figura. 


s Siendo: 5 : Número de grados sexagesimales del ángulo 0. 

e C : Número de grados centesimales del ángulo 0. 
|<í ктай R : Número de radianes del ángulo Ө. 
Luego se cumple: 


Simplificando, tenemos: 


Para el ángulo positivo como en nuestro caso se cumple: C >S >R 


E ; Ck; REK 
También: [s-9: C=10k; Re 


-— 
#de grados s c R 
#de minutos 605 100C 
#de segundos | 36005 10000 
DEMOSTRACIÓN: 
Como: Ses Rad 
liendo por la mz 1 v 
mE Q Lo) Amd 
mziv^ mziv ^ mziv 
Simplificando: m2 1v <> 360* <> 4007 <> 2xrad 


$C Rad 
360° 7 300: ` 2x rad 
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En los ejemplos desarrollados o propuestos que siguen, se considera que S, C y R son los 
números convencionales para un mismo ángulo (número de grados sexagesimales, número 
de grados centesimales y número de radianes de un mismo ángulo). Vale aclarar también 
que las fórmulas vistas en el teorema anterior son validas tanto para ángulos positivos 
como negativos. 


КЕРЕГЕГЕ 
Tens dsa +b +e 
Ejemplo 1: 420 15° = 4 + 20 + 15" 12%35"80' = 12 + 35" + 80" 
R OBSERVACIÓN ERAI. 
[080 - sy" (o) e 
= to) 
. = |поо-с) 
AD.» jano-c* [CAT ^ 
A (к) а 


Xjemplo2: Si para cierto ángulo positivo se cumple: EE == 
donde S, C y R son el número de grados sexagesimales, número de grados 
centesimales y número de radianes del mismo ángulo. Halle su medida en el 
sistema circular 


Resolución: Del dato: aplicamos diferencia de cuadrados 


sis; (C+SMC-S)_ я. 


(C+S) SR 
Luego: c-s-= cene] 
SEA 
pe [150720072 | ^ 
Reemplazamos en (i): 
2008_180R_x 208 os uox 


EJERCICIOS DE APLICACIÓ 


Í. De los gráficos, indicar verdadero (V) o 4 Transformaralsistemacentesimal 


falso (F) 
ajae b)-81 91330 
2 or smd 0195 ma 
4 
k^ mM md 
O) 


5 Colocar el signo de relación (>, <, 
correspondiente en cada cuadro. 


» 
ano. ao 
As 


DESI sor 


ox C] 2% 


9 
4) T onm 
M Р ne C] fra 
prim 10101 
or 200 
#)45°20'+ 4140" so 
DIES HI 


& Siendo S, C y R los números de grados 
sexagesimales, grados centesimales y 
mümero de radianes respectivamente, 
calcular el valor de cada expresión. 


2 Transformaralsistema radial. 


аз  b)4$* oo" 422930: 
$100 0605 git h)12ts0” ces 


e-s 


5 


3. Transformar al sistema sexagesimal 


ajio bso cus dr 


А 4 7a 
5 тай 02 md 8) 27 mamo 
J3 md Dc md p^ ma MÎ rad 
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La suma de las medidas de los tresánguloses igual a 180° 


Entonces: 0-40" 20430 + 0-10" = 180* 
coco 40 200° 
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Resolución: a be = 5°40 50 +23227 


'Sumandolos segundos, minutos y grados: 

able = (52) (40 + 32) (50 29 
abe-T7274 
able =7 +72 4600414" 

T 
a'be-T473414 
able =7 +60 +13 + 14° 

r 

able =8 +13 +1 
abe = 81314 


Luego: a=8,b=13yc=14 
а+ъ+с 35 


(эхе 
o 
Dichas medidas, son equivalentes: 
(+3) < > (3x4 t 


Conviniendo al sistema sexagesimal (3x + 1! 
[n 
10 


Tendremos: ax +3) = Gx + D 
Efectuamos: 10(2x + 3) = 9(3х + 1) 
20x + 30 = 27x + 9 
7х=21 


A i: 16 can ms ISLET 
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PROBLEMA S Determine la medida del ángulo en radianes si se cumple: 


B 
10 20 
(Sy Cloconvencional) 
Sabemos S-9k ; C-10k y R=% 
20 


Reemplazamos en 


implificando + 


Luego 


PROBLEMA 6 Se crea un nuevo sistema de medición angular cuya unidad de medida es el 
grado MU"); sabiendo que 3" equivale a la doceava parte de un ángulo recto, 
expresar 1” en minutos sexagesimales. 


Resolución: — El nuevo sistema de medición angular es el grado “M”. Cuya unidad de medida 
m 


También: 


Finalmente: 


Sea: а= 25,3925° 

/Convertimos a grados, minutos y Ferner 
a22 1° < > 60 
а=25°+23,55 Y < > 60° 


4225 «23 + 0,55 « 

@=25°+23'+33° — a =25°23'33" 
Condicién del problema: 

@ =180°-(90° a) 

0= 904a 


Así tenemos: — 090942592333" 
= 0=115°23'33"=asb'e" 


Luego a=115, b-23, c-33 


2 a-b-c-59 
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ss м ' 
эс-9 180...) 
Sabemos S-9k; C-10k; R=% 
20 
9 300 
En): эпою- 2090) =180 = к= T 
=k_=.300 
E A720 720.23 
157 
ar 


Resolución: — Sabemos: S-9k ; C=10k y к= 


Reemplzamosen: — S+2C+R. [Es -n9116 


эк + апо) E РЁ +6 = 11631416 


к 
= 
29+ NS =116+к 


Luego el número de radianes es: 


Pato la equivalencia twitter.com/calapenshko 


Endoxy 


€ 
 Convertimos. J rad a grados sexagesimales. 


Imi эку y 


Simplificamos: Fey = Bery 


> MON у-уу э +0 ку 


PI e y 


Luego: x=2ay=30 
Lo pedido: E= per 


Reemplazando: AN 


Sea creado dos nuevos sistemas de medida angulares: 


+ — Elgradox(1*) 
* o HgndoyQ?) 


Luego, por condición: 2 <> Îna E à 


PAY a Q) š 


ї зя „180° 
De (1): Tof dk 
ALS 549 ge»lIm 

De (2): royo ro% 

(2): É p: 2 6721 Tex 
Finalmente nos pide 40" al sistema y 
Sea: mA 

XS a=40* ear > «-180 
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a <> 


D <>{а+1)0° x 
10* 
аБ=Фа+1) 
(102+b)=92+9 
a+b=9 


Entonces para a =8 y b = 1 la medida del ángulo es el mayor 
тёз | 
meesi” 


Convirtiendo al sistema radial se obtiene: 


А E: 
^ в 2074 


Resolución: ni 2356912186... 


Factorizando (3): ní-(1424344454..)3 
sem de timor 


ole) 


: emnes 
CES 


AE PO) 


A todo el püblico en general: 


El Proyecto Modo Scan+100 2.0, nace de una idea del 
Team Calapenshko, 

el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente, este libro 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analíticamente, así que te invito a leerlo. 


No pagues por este libro de circulación gratuita, 
büscalo en la red. 


Atentamente, el GRUPO CALAPENSHKO 


28 de agosto del 2020 


dle 


team CALAPENSHKO. 
Luego para que “n” tome el menor valor entero m (m + 1) tendría que ser el 
menor múltiplo de 36 
mx 1) 
1х2 =2 
2x3 =6 
3x4 =12 


8x9 =72 > m-8 


зу xy 
,)ر‎ 
رر‎ (FF zs 
x* 100' 

Reduciendo: 


Сото: x e y son enteros у lo menor posible 
х=1 
zx 
(к + ye = 25 
coco m—— ui 


Resolución: 


PROBLEMA 19 


Resolución: 


І Existeunángulo no nulo tal que: S +R=C 

IL. Existeun ángulo no nulo tal que: S = CR 

Ш. Existeun ángulotal фие$ > С. 

Son correctas: ADMISIÓN UNI2016-1 


Secumple: S=180k, C=200k, R=zk; keZ 


L S+R=C = rk=20k + k-0 


`. ángulo nulo (Falso) 
H. 180k-200kzk = k=0 — к=. 

: ángulo nulo o no nulo (Verdadero) 
HL S>C = 9k>10k 4 k<0 

`. ángulo negativo (Verdadero) 


Se tiene un trapecio ABCD tal que AD // BC; si mZA = 6% y п/р = 5x. 
Determine el valor de "x" sabiendo además que: 

AB BC AD 
Graficando el trapecio ABCD tal que: AD // ВС 


Además: mA = 6X ^ mzD- 5x 


y 2 e 


y" SHO 


Trazamos: CP// AB mZA = т/р 


Por lo tanto se obtiene un triángulo isósceles donde PC = PD , entonces la 
medida del ¿PCD = Sx* 


Luego, enel APCD: 6xX"+10x! =180* = 6x4 10x% eum 


6x°+9x"=180" = 15х°=180° 


2 ox-12 


De): П аат! 
: Z 781 оаа 3-9, =i 
De(2): A > 3-9&--:2 


Luego: Sumando miembro a miembro; (*) А (**) 
3k, + 1000k, = 8036-12 


1009, = 8024 =. =8] 
Reemplazando en (==): [kı = 4]- 
AA ore” 
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Finalmente: 


PROBLEMA 21 skoymezy 
(mem? Cs-is2 
ma СОП 


5: Número de grado sexagesimales de 0 
С: Número de grados centesimales de 0. 
Determine el menor valor posible de la medida de Ө expresado en radianes, 


Resolución: — Condición: тупе R° 


Además: (ntm? C«s-152 


ma 19 


Sabemos S=9k ; C=10k y R= 
20 
2 10k + 9k -152 
19 


Desarrollando; 


2mm m? 19k-152 


mn mn” 19 


Como: m y n son positivos 


252 


Reemplazando: (°) en (** 
k-1022 
k212 > kus =12 


Para “n” términos: 
1624344... 


Para que "a" sea lo menor posible y entero,entonces ^n (n + 1)" tiene que ser 
múltiplo de 120 entonces n =15. 


e = O an2 
Piden: O= => Ө=4° 


= (g) 


Del dato; reemplazando y dividiendo parcialmente: 


SS 
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si: aA b»0 = ®+?>2 
b*a 


[2] 


. 
all 
' 


nitatis 


me (ssi onn) 


Del gráfico, calcule 2 
OLA 

A1 вимо о2 
D)10 D20 
Calcule: 

2°30 , зёзо® 

0 * 70" 
m2 ms ©з 
Ds 56 


Del gráfico mostrado 


«Тув 


a 


Indique verdadero (V) o (F) a cada 
proposición: 

L a es negativo y 0 es positivo, 

H. 0-0.es200* 

Ш. a es mayor que 0 


A) VW 
D) FEV 


B) WE СУР 


E) FFF 


Siendo S y C los conocidos para un mismo 
ángulo, halle su número de radianes si se 
sabe: 


R 
z 
6 


OPUESTOS 


5  Delasiguienteigualdad 


2795 amm 
Calcule: a+b 
N9 B)12 910 
0)13 En 


& Si para un ángulo se cumple que el 
número de grados sexagesimales mas 
3 es al número de grados centesimales 
como3esa2. 
Halle dicho ángulo en el sistema 
centesimal. 


DI 


$724 +6° +8 +... + 20° 


ml 


Calcule (¢ - 0) en el sistema radial 


z ES x 
A-$md nd суы 

x т, 
D)grad E) - md 


& 5123: < > a*b', calcule: b - 28. 


N1 92 оз 
0)4 ES 

9. Simplifique: 
A)61/101 В)2050 C) 50/27 
D) 305/303 51 


10. Calcule:b —a- c, a partir de: 
xyz + abe = (eS) (-15)(-25)* 

A1 DEI os 

m7 E9 
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п. SE 5х®<>зу 
Calcule: 
х+у 
х-у 
A13 517 915 
D)19 юп 


12. Si"L' representa las 300ava parte de un 
radian у 727 la 250ауа pane de 1, 


determine a cuánto esigual: 
ER 
P= 1702 
n в! 02 
2 
1 
Di m4 


43. El suplemento de un ángulo 0 es 134,874°, 
si dicho ángulo 0 es representado en el 


sistema centesimal como АВ”. 
Determine: A- В 


058 B)64 078 
D)49 юв? 


34. Se define (M) = (M + x) (М – 7), siendo. 
S, C, y R lo convencional para un mismo 
ángulo que cumple: 

©-(® = 1909 È 
Determine la medida de dicho ángulo. 
A) fad 


в О Zd 


45. Del gráfico, calcular el valor de (x / y) 


<> acO*. Calcule su suplemento еп 
el sistema radial. 


x E 
юз в әй О) бта 


x 
D) jmd E) rad 
17. La medida de un ángulo en el sistema 


sexagesimal es у" ZW y la medida del 
mismo ángulo en el sistema centesimal es 


4& Siendo 5, С, R los números convencionales 
para un mismo ángulo, calcule la medida de 
dicho ángulo en radianes. 
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Sabiendo que: 
número de minutos centesimales 


A)20/10 B)30/10 0) 1043 
D) 50/2 E) 10/10 


20, La diferencia de las inversas de los 
números de grados sexagesimales y 
centesimales de un ángulo es igual al 
número de radianes de este ángulo 
dividido por 2л. Determine el ángulo que 
cumple dicha condición en radianes. 


A) 720 rad B) md C) Tao 
А 3 
D) 750: rad. E) 790 rad 
21. Siendo S, C y R lo conocido para el ángulo 
trigonométrico que cumple: 
CA u 
EJ 
Calcule R^ 
A) 19 В) 19° ©) 199 
0) 191 E) 19° 


22. Se tiene un sistema de medida llamado 
asterisco donde su unidad es 1*. Al 
medir los ángulos de un triángulo ABC 
se obtienen А = 75*; B = 3 rad; C=12*. 
Entonces, ¿cuánto es la suma de la medida 
delos ángulos internos de un cuadrilátero? 
Ав" 
D)86* 


5)92* oss 


E) 78* 


=n. j 


23. Si: 5025" < > ab*Gd ef, calcular: 
pæ 
4 
A1 92 оз 
0)4 Bs 


24. El producto de la media aritmética y el 
cuadrado de la media geométrica de los 
números que representan la medida de 
un ángulo en grados centesimales y 
sexagesimales es igual a quince veces la 
diferencia de cuadrados de los mismos. 
Determine la medida de dicho ángulo en 
radianes. 


z = = 
^ 15 B) 3o ©) g 
z л 
D) gg E) [d 


25 Determine la medida circular de un 
ángulo tal que sia la décima parte de su 
número de segundos sexagesimales le 
sumamos la mitad de su número de 
minutos centesimales resulta 18 700. 


x z х 
Agni вт О үстай 


D) аа D аа 


26. Determine la medida de un ángulo en 
radianes sabiendo que el doble del número 
de segundos sexagesimales menos seis 
veces el número de minutos centesimales 
де la medida de dicho ángulo es igual 29400. 


apud Ond 


оде в 


z В 

D) End D j md 

27. La diferencia de los múmeros que 
representa el suplemento en grados 
sexagesimales con el complemento en 
grados centesimales de la medida de un 
mismo ángulo es igual a 85. Determine la. 
medida de este ángulo en radianes. 


AENA rr 
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x z 
Aimo Bin О 


D) Erad p 


respecto a a, 


A) а-р+0 = 180 
B) a+B-0 = 180 
€) 0-р-а = 120 
D) а+р+0 = 180 
E) В+0-а =360 


La media aritmética de los námeros de 
grados sexagesimales y radianes es igual 
al número de grados centesimales 
aumentado en 1. Determine la medida 
del ángulo en radianes. 


2 193 z z+220 


zm 


30. La unidad L' de medida de un nuevo 
ángulo en nuevo sistema es la media 
aritmética de las unidades de medidas de 


los sistemas sexagesimales y centesimales, 
cuántas unidades de este número sistema. 
equivalen una vuelta. 
720* 7200* 72 
De Eo men итог 
у 180% S60" 
19 19 


Dada la siguiente igualdad: 
ТҮ + 22 + 37 + „+ = ху 
Calcular: “x= n", si 50 < x < 60 


A30 
0) 45 


B)35 040 


E) 50 


Determine el menor número entero de 
grados centesimales que tiene el ángulo: 
Ө = 102" + 34" +576" + 


A 291 
D) 52% 


B) 321 cas 


E) 5827 


Hallar la medida radial del ángulo que 
cumple con: 


de. Ena 
Jada WR! Va 
siendo “R lo convencional. 


NE 
ГЕЗ n Ë 


Si la medida de un ángulo "a" esta dada 
por C' S' y de la de un ángulo "9" por 
C* 5”. Además la diferencia del número 
de grados sexagesimales de “a” y el 
número de grados centesimales de "0" es 
0,12. Determine el número de radianes de 
“B”. Siendo: 
B=(C+sy(c-s)" 

A) 0,0190% rad 


©) 1,902x rad 
D) 1,9011x rad 


в) 0,1907 rad 
E) 0,001901x rad 


Resolver: 
SA s) 
[S E] 
Donde: S, C y R son los números 


convencionales, para la medida de un 
ángulo, dar como respuesta el valor de R. 


Юхло —Bws 


D) xa 
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36. Se tiene dos ángulos tales que el quíntuplo 
del número de grados sexagesimales del 
segundo disminuido en 9 veces el número 
de grados centesimales del primero es 
1080, además SO veces el nümero de 
minutos sexagesimales del primero 
disminuido ene e número de minutos 
centesimales del segundo es 1000. 
Determine la medida del menor ángulo 


expresado enel sistema sexagesimal. 
A3 эт os 
DI 812 


37. Determine el valor de: cos(10R) 
Siendo S, Cy R número para un ángulo 


de giro horario que verifica 
1 1 1 
осна) COFACE) C8) (C12) 
1 5 
""'(ora5-4yC28) "35 
ya Уз 2.5 
A) т в) > e 2 
» 3$ = ГА D Ya р 4 


38. Sabiendo que: 
AAA 


Calcule: A= ER 
Siendo: S, Cy R los convencionales para 


un mismo ángulo negativo. 

A) -1/3 B) -1/6 ©-1/9 
1 1 

Dou „ж 


números S y C que expresan 
medidas de un ángulos en los 
sistemas sexagesimales у  centesimal 
respectivamente, verificar la igualdad. 

xc-s)-x* -x2 +1 
Determinar en radianes la minima medida 
de dicho ángulo. 


z z эя 
Aa юш сузы 
D) a к) Era 


40. Enuntriángulo ABC; se cumple que: 
Accu a 


A-5 
Determine la medida circular del ángulo 
“B” si el ángulo ^& toma su menor valor 
posible (x e R) 


DEn mna oird 

DES 5) na 

41. Dadoslosángulos rigonométricos: 
а=(х-х?)гай 
¿jua 


De acuerdo al gráfico, determine el valor de 
$ en radianes, cuando а tome su máximo 
valor. 


A)22-1 
5 
D)29-5 


B)2H-2  ©С2л-3 


1 
Ba- 


42. Se ha medido un ángulo en los sistemas 
sexagesimal, centesimal y radial resultando. 
tres números que cumplen la siguiente 
relación: Si al producto del cuadrado de 
menor nümero con el intermedio le 
agregamos el mayor número esto nos 
resulta 7/3 del producto del número menor 
con intermedio. Determine la medida del 
menor ángulo en el sistema circular, si este 


se genera en sentido antihorario. 
mind — Dind Cand 
DE DE 
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43. Determine la medida de un ángulo en 
radianes, que cumple: 


ESI 

FAC 

donde x, у, z son los números de segundo 
centesimales, milésimas de radián y 


radianes respectivamente. 
A) 2545 rad B) +1045 rad 
C) 1545 rad 

D) +2045 rad E) 22545 rad 


4. si 18a <> ty 
Siendo "а" número entero positivo y los 
ángulos están correctamente escritos 
señale verdadero (V) o falso (F): 

()а>х 
()a<y 
[Se 


AVIV. B)WF OFF 
D)FVF. DFW 


45. Sean 0 y p las medidas de los ángulos agudos 
de un triángulo rectángulo. Si la tercera parte 
del número de grados sexagesimales que 
contiene 0 se suma con la quinta parte del 
número de grados centesimales que contiene 
р se obtiene el número de grados 
sexagesimales que contiene р. Hallar la 
medida del mayor ángulo en radianes. 


эл z 7x 

zado Bind ona 
л 2а 

D) ¿rad юта 


4& Sisecumplela relación: 


(| ЦЕ) 
Саб©-©®_5ң®%с-сю„ңд\ s Jn. K J 
donde S es el número de grados 
sexagesimales, C es el nümero de grados 
centesimales y R es el námero de radianes. 
Determine el valor del ángulo en grados 
sexagesimales, 

кә вю ow 

DI Eis 


. Si definimos Бу = am + b, siendo S y C 


los números convencionales. Además: 
Ms) = Fko- Calcular x/y en términos de 


R. Su número de radianes. 
2508-4 yy 200R=x C 200R a 
a 180R 5» 1808 - т e) 180R «x 
2008 ex 
p 180R-z 5 180R +1 


Se inventa un nuevo sistema de medidas en 
el que la unida de medida “u” es la 760 ava 
parte del ángulo de una vuelta, además hay 
2 submúltiplos (n; D tales que 80 de ellos 
forman la unidad inmediata superior. 
“Transformar 66777 88'al nuevo sistema. 


A)I26'70"30 — B)125"70"31 

C) 126"70"32 

D) 12570*32! 

Dada la equivalencia: 
A3036" < > (A S)! 1" B° 


B= 1111.1 


E) 12671731 


Si la diferencia de los números de grados 


centesimales y sexagesimales que contiene 

un dnguloesiguala: CHA 
M (yy -a-y 

x, y > 0. Determine el menor valor que 


toma la medida radial de dicho ángulo. 
2х pz 

Ari Dari 
9 

owa 


Darig DEN 


A SG 17 УТИ ВЫЕ си 
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TRIGONOMETRÍA: HERRAMIENTA FUNDAMENTAL DE LA ASTRONOMÍA 


Hiparco de Nicea 161-127 antes de C. Astrónomo, matemático 
y geógrafo griego nacido en Nicea y murió probablemente en. 
Alejandría. 


Por otra parte, Hiparco es el inventor de la trigonometria, para 
Cuyo objeto consiste en relacionar las medidas angulares con. 
las lineales, Las necesidades de ese tipo de cálculos es muy 
frecuente en Astronomía. 


Hiparco construyó una tabla de cuerdas, que equivalia a una 
moderna tabla de senos. Con la ayuda de dicha tabla, pudo 
fácilmente relacionar los lados y los ángulos de todo triángulo 
plano. Ahora bien, los triángulos dibujados sobre la superficie 
de la esfera celeste no son planos sino esféricos constituyendo 
la trigonometria esférica. 


En posesión de instrumentos astronómicos y matemáticos que apenas fueron superados hasta el 
Renacimiento, Hiparco abordó la explicación de los movimientos aparentemente irregulares de los 
planetas, así como las irregularidades de los movimientos del Sol y de la Luna. Apolonio de Perga 
(primera mitad del siglo IV antes de C.) había inventado el epicilo (circunferencia cuyo centro; se 
mueve a lo largo de una circunferencia más grande, llamada deferente), con la esperanza de explicar la 
aparente irregularidad de los vagabundos (planetas). Hiparco agregó los círculos excéntricos, con lo 
que logró analizar los movimientos aparentes del Sol y de la Luna en términos de movimientos 
circulares uniformes. Ésta fue la base que permitió a Tolomeo, casi tres siglos más tarde, explicar el 
movimiento planetario, que resistió las tentativas de explicación de Hiparco. El sistema geocéntrico 
elaborado por Apolonio de Perga, Hiparco y Tolomeo, y que se fundaba en la consideración de curvas 
imaginarias en lugar de las órbitas reales, dominó la astronomía hasta que se impuso el sistema 
heliocéntrico de Copérnico y Kepler, a mediados del siglo ХУП. 


team CALAPENSHKO 


LIBRO P rarnana A 


Este tema es una aplicación del capitulo anterior, la cual consiste en hallar la medida en unidades 
de longitud de un arco de circunferencia, para la cual se genera una figura llamada sector circular . 
Hallaremos también el área de dicho sector. 


LONGITUD. 


En la figura adjunta se muestra el sector circular АОВ, el cual tiene la longitud de arco 
subtiende un ángulo central "0" rad en una circunferencia de radio". 


^ 
Se cumple: 
L 
" res. ey 
^ 0c 0s2x 


Ejempl 


Hallar la longitud de arco de un sector circular de radio 20m y ángulo central de 
72 


Resolución: Convertimos 72° a radian 
72 


Luego: rem y 0= 


U TRIGONOMETRIA 


Siendo "S" el área de la región del sector circular AOB sombreado. 
N Se cumple: 


“еэ 


Usando (*) en (**) se deduce: 


| 05SERVACIÓN 


a 
El área máxima de un sector circular соп perímetro constante k es ; además, el ángulo 
central quelo permite es 2rad. 


SOLUCIÓN: S: área + k=L+2r 20) 


Comparando (4) y (5): 0= 2rad 


-— 


k twitter.com/calapenshko 


Con los datos del ejemplo anterior, hallar el área de la región del sector circular. 


Ejemplo: 


Resolución: Delos datos: r 


Usando (**) tenemos: S = 
El área de sector es 80x m 


AREA DE LA REGIÓN DE UN TRAPECIO CIRCULAR 


Siendo "A" el área de la región de un trapecio circular. 


FEA Donde: a; Longitud del arco АВ 
Alone) b: Longitud del arco CD 


Secumpl: D 
h: La distancia AD ó CB. 


o [a 


También: 


+ Ver problema resuelto 8 


[RELACIÓN DE ÁREAS 
PROPIEDAD 
SeaneZ* 
Se cumple: 
E! 


DEMOSTRACIÓN . 5-90 
TE 
ر‎ 2 
پو„‎ 
зеке o 
2 
ЕС 
о 


B-A: s, - axe - e 


pz 


(+: S, = Ок-1)8 


= jaa -» o0 


> ¿2-5 Área del sector circular MON el cual es 
constante. Vk e Z* e[l, п] 


EJ 


ЕТИ 


(3-0): 5, 7308 + кї? + 2R- R) 
S = фы 20) (9) 
(4) en (5): [3 = r(- 0i) 
в 
stae 
+: E 
СИВ Pe h.n 


Como k e^ ^ ke[1; n] 


OBSERVACIONES 


1. La superficie desarrollada por el cono se puede representar sobre un plano mediante un 
sector circular. 


TL. Siel ángulo central es relativamente pequeño, se puede tomar la longitud del arco como 
unvalor aproximado de la longitud de la cuerda correspondiente. 


Así en el sector circular АОВ tenemos: / = AB. 


Donde: п: Número de vueltas que da la rueda 
al desplazarse desde A hacia B. 
I: Longitud recorrida por el centro de 


* Ver problemas resueltos 13, 14 y 15 


Donde: Medida del ángulo de giro y número de vueltas de la rueda (r) 


Medida del ángulo de giro y número de vueltas de la rueda (r) 
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Donde: Oym, : Medidadel ángulo de giro y nûmero de vueltas de la rueda (r,) 
© Medida del ángulo de giro y número de vueltas de la rueda (r) 


Lacicloide esla curva generada por el movimiento de un punto dado en una circunferencia cuando 
ésta gira sin deslizarse sobre el ejex. 
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En el siguiente sector circular, determine 
el área de la región del sector circular 
АОВ (S), el área del trapecio circular 


b) " ABCD (Ajy “x 


L= 


0 am 


2 Calcule el número de radianes de un 
ángulo central “0” 


& ^ Enlas figuras, las ruedas de radio r = 4cm, 

» ruedan sin resbalar sobre una superficie 

за desde A hasta B, determine la longitud que 

recorre: el centro de la rueda (D) y el 

< ám número de vueltas (n) que realiza la rueda 
'entodalatrayectoria. 


P" ај D= 


A z== рр ОВЕ 


& Determine la longitud de arco recorrido 
poreldisco"B" 
L¿=18 m 


AN 
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twitter.cQ 


e š enshko 


y 
2 


R 
ay î son complementarios = a = p = 90" = Š rad 
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En el sector BOC: Ө 


AL=8x LA 
AplikandoiL-6R =5 S&-49R —R-18 
2 Elradioes18m 


SI O 
FONDO EDITORIAL: 


Resolución: 


L 
Se sabe que: Lar 
405-0) = 23 (2) 
Ө=л <> 180% 


PROBLEMA В De la figura mostrada, sí él perímetro del sector circular AOB mide igual al 
perimetro del trapecio circular ACDB. Calcule aproximadamente la medida del 


ángulo АОВ. Considere: OA = 2AC 
A 
В 
D 
зб ut PLE aniba 
Resolución: Del dato, si: AC-r = 0A=25 


Sea el ángulo AOB mide igual a 0 rad 


Perimetro Sector АОВ = Perímetro trapecio circular АСОВ 


= OR: Sector AOB: Lg -0.2r 
Sector COD: La, 


FROBLEMA 6, — Un molinete de riego tiene un alcance de 14m y un Angulo de giro que mide 
О 195", calculeel perímetro (en metros) del sector circular barrido porel moliente, 


Aplicando: 


3 22 
233454. 
ا‎ L=33 


Perímetro sector circular = 2R +1 = 214 +33 = 61 
+. El perímetro del sector circular es 61 m. 


PROBLEMA 7 Un sector circular cuyo radio mide 25 m y al valor del ángulo central de 80% se. 
le disminuye el radio en 5 m. ¿Cuál será el nuevo valor del ángulo central sí el 


área del sector circular no varia ? 
ES 
Resolución: — Aplicaremos: s = PÈ 
Inicialmente: z 
<[50- 55 rad S, 
9 
Datos: m =25 
- 
de 9 


y 


0) 
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PROBLEMA 9 


Resolución: 


Aplicando: 
Sector AOD: 
Sector BOC: 


@- (з): 


Usando (°): 


El área de un sector circular cuyo ángulo central mide 60° es de 247 em. Si 
tríplicamos el radio de dicho sector y disminuimos B radianes a su ángulo 
central, el área del nuevo sector disminuye un cuarto del anterior ¿Cuáles el 
valor, en radianes, de $? ADMISIÓNUNI2016-11 


i) R, =R 0, =60* > má d 


= кет 
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FONDO EDITORHL RODO 
DR, 


Dato: 


Resolución: Del gráfico: = — ES 


> 8 
S= Sa coo +25, ops * Sn gs 


S: Área de la región. 
sombreada. 


Considerando: x = 3,14. 


715,52 (aproximadamente). 
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2 p MATEMATICA 11 А 


PROBLEMA 11 ` Determine la longitud del radio del engranaje A si cuando este gira 240° entonces 
'elengranaje B gira 2x rad; además 0, O, = 60m. 


А в 


Resolución: — Delos datos tenemos: 


Usando: 


Tenemos 


[Lol 
. La longitud del radio del engranaje A mide 36 cm. 
PROBLEMA 12 En el sistema adjunto. Calcule el ángulo (en radianes) que debemos girar los 


engranajes para que las esferas A y B se encuentren a la misma altura, sí 
inicialmente dicha diferencia es de 15 ч. 
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Resolución: 


Cuando la esfera A baja una longitud x, la esfera B sube una longitud y, luego: 
х+у=15 — eu) 

Los engranajes son concéntricos, entonces giran el mimo ángulo (0), luego: 

x-39 е y=20 12.2) 

30420715, 0-3 

Debemos de girar 3 radianes 


rent 


PROBLEMA 15 Una rueda cuyo radio mide 2 m esta sobre una pista circular; la longitud de su 
radio mide 15 m y describe sobre dicha pista un ángulo central que mide 24° 
Determine la medida del ángulo que barre la rueda en ese recorrido. 


Resolución: 


Dago: 2% 
— 
наасан 
ego para һич tenemos o, como a ángulo barrido 
Lemos 
26259, 
^ El valor del ángulo barrido por la rueda es180° 
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la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente, este libro 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analíticamente, así que te invito a leerlo. 


No pagues por este libro de circulación gratuita, 
büscalo en la red. 


Atentamente, el GRUPO CALAPENSHKO 


28 de agosto del 2020 


dle 
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PROBLEMA 14 De la figura adjunta calcule el número de vueltas que da la rueda al ir desde A 
hasta B, sabiendo que: R = 3r. 


Resolución: 


En el sector COD: Lo =2ar 
Usando 
Tenemos 1 

La rueda da una vuelta 


PROBLEMA 15 Determine el número total de vueltas que da la rueda al recorrer los tramos AB y 


EC, sabiendo que AB = 28s my a longitud del radio de la rueda mide 2m. 


team CALAPENSHKO 


PROBLEMA 16 


Resolución: 


TRIGONOMETRÍA 


El número de vueltas se calcula sabiendo el recorrido total del centro (L,) es decir: 
decir: 
TUBE RET BET RET 


м: l= 28% р; lynn 
d 


nele U 


Reemplazando en: n= 3% == 


> 2-9 
2 La rueda dió 9 vueltas 


Dos ángulos centrales de una circunferencia cumplen lo siguiente; 
1) Sonsuplementarios 

2) Ladiferencia delos arcos que subtienden es 2 cm. 

3) Larazónentrela medida delos 4ngulos es 4/7. 
Determine (en cm) la longitud del radio de la circunferencia. 


Graficando: 


Entonces: (z-8)R-0R-2 — R. 


team CALAPENSHKO 
LIBRO 


PROBLEMA 17 Del gráfico, determine el perímetro dela región no sombreada. 
a 


3L 


Resolución: 


PROBLEMA 18 


Resolución: 


Den (2: а-и + rl 


Perimetro, ысуу = 2r +2L = 2(41) + 2L 


Perímetro ccoo = SL +2L 


2 Рейшеш сор =10L 


Se tiene un sector circular cuyo arco mide igual al lado de un cuadrado, cuya área. 
mide igual al del sector indicado. Se pide calcular la medida del ángulo central 
del sector circular. | E 


Graficando e indicando los datos del problema. 


^ 


в 


Se observa que debemos relacionarel arco y el 4 central; usaremos para el área 
del sector circular: 


E матемлтсап 


PROBLEMA 19 Sise gira P en el sentido indicado hasta envolver toda la cuerda en el cuadrado, 
cuyo lado mide 1 em, determine la longirud que recorre el extremo P. 
Dato: PQ = kem 


Q 


Resolución: Formando sectores circulares cuyos ángulos centrales son de 90° © Ë rad 


НЕЗ 
A пй 
k 
Aplicando la fórmula | L=0- R | en cada caso: 


2-0: 556-2; = 00-3) 


Nos piden: п els +L = Ak - 0) 
Pero se observa en el último tramo: 
k-3=1 > k=4 
DE 


team CALAPENSHKO 
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PROBLEMA 20 Sien un tronco de cono circular recto; las longitudes de los radios de sus bases y. 


fagi tensa cate алого SS 
E o 


TRONCO DE CONO DESARROLLADO 
==> E 
D 
d 
En 
Dao: Rerss=8em — Rer=8-8 


El área de la región de 
un trapecio circular se 
calcula: 


Aplicando la fórmula: 


EI sr 


Men: 8=щ8-яш ale - 5e] 


Completando cuadrados: 


S--x[g? -89+4?]+16x =-r[2-4]'+16% 


Para que "S" sea máximo es cuando: g -4- 0 


Suk =16« mî 


AAA en E 


Resolución: En el gráfico mostrado calculamos las longitudes de arco: 
адо A b=(R+4)0 


OT 


Sustítuyendo los datos de a y b se obtiene: 
5 - 2(210- 40x « 7x* - 30x) 
э My –140х +420-5=0 (9) 
Sabemos: A20 — (-140) - 4(04)(420-S) 20 
$270 
Swa=70 


EADS koronar nopo; Ў maconomeraa А 


PROBLEMA 22 Del gráfico P es la nueva ubicación de P al girar la rueda mostrada desde la 
posición (1) hasta la posición (2). Determine la longitud que existe entre P y la 
proyección Р sobre el plano horizontal. 


а) @) 


f N / 


Resolución: 


Para pasar de la posición (1) a (2) el ángulo central de la rueda ha barrido un 
ángulo que mide: 150° 7 rad. 


tg ema 
Luego: PQ=FT-QT 


$ Ho 
> РО=сба-3) 


PROBLEMA 25 Determine la longitud entre los puntos "M" y "N" cuando el disco de radio r gira 
una vuelta alrededor del disco de radio “R”, desde la posición inicial mostrada. 
Dato:R=4u y r-2u. 


team CALAPENSHKO 


Cuando la rueda "27 da una vuelta, tenemos: 


hnic. 9 a 
ESEH 


Cuando la rueda "27 gira una vuelta => O;N' // MN 
докт Y Ало (Equiláteros) > N'T ^ ТМ: Colineales 


2 MN =6u 


PROBLEMA 24 — Calculeelmúmero de vueltas que dala rueda al recorrerel contorno de un triángulo, si 


Resolución: 


el perímetro de este es de 44 m y su radio mide 1 m. Considerar: z = 22/7 


team CALAPENSHKO. 


Para determinar el número de vueltas solicitado, hallaremos las vueltas que da 
sobre los lados del triángulo: 


Velas 
b | c aebec 44 


mrm = Sa EDT m EC 


Ahora hallaremos las vueltas que da ia rueda en los vértices del triángulo: 


Longitud recorrida por A: 
LL, +l +l, 0d za 


2 L=x(2+42) 
Moira аач со втеча 65 REREN TOA 
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MATEMATICA IT 


f. Calcule la longitud del radio de la cireunfe- 5 Dela figura mostrada, calcule la longitud 


Cada ask = am Orcum GA Aa de eam cietie masrah. 
< =s 
< -3x+4 
1 
zn 
Nom B)8m 6m 205 юз 925 
D)5m Ej4m 


2 La figura muestra una semicircunferencia 6. 
de centro “O” y un triángulo equilátero 
ABC. Halle la longitud del arco PQ ^ 


(R = 21m). < 


Ava DI os 
D) 1/4 En 
plm Dism 022 Zo Calculeaprorimadament, la longitud de L 
д a te, la longitud de la 
mm Бла correa, si los radios de los tres discos tienen 
la misma longitud de 7 cm. 


2 Enel sector circular mostrado. Halle el 
valor de: “Ө”. 
K 

< 
SC 


EN 
y ee 


A)3em — B)S6cm  C)64em 


Ay B23 соза D)78en Macon 


D) E) 4/3 


4. Enun sector circular su radio mide myel & De la figura, obtenga: R = 0% + 0 
arco mide 2x m; mientras que en otro 


sector circular cuyo ángulo central mide 
15° menos que el ángulo central del E 
primero, el radio mide 36m. ¿Halle 


la longitud de arco del segundo sector? 


DELI B)lnm С)15ят A32 942 92 
D) 12x m E 9m D) v2 gi 
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10. 


f. 


12 


Del gráfico mostrado, calcule la mayor 13, 
longitud del arco PQ, siendo ABC un 


triangulo equilátero de lados 2/3 т. 


сб 
Arm B)arm 


D) Srm E) бат 


Siendo S, y S, las áreas de las regiones de 
los sectores circulares АОВ y COD. 
5 


Hallar: S2 Я 


1 
2 le 
[1 
D 


o9 
Bis 


DE 
D) 12 


B6 


Bi Aus 408 CS Vert 
circulares, Hallar : 


z DE o2 


E D3 


Si las áreas de las regiones sombreadas 
miden igual, Hallar el valor de “0”. 


15 


A 
в) 7/20 PER 
DI 


EE TRIGONOMETE, 


De los sectores circulares mostrados, halle 
Le, si el área de la región sombreada es 
Зла? y AC= 2u. 

c 


Dazu 


Se tiene un sector circular AOB cuya longitud 
de arco AB es numéricamente igual al área 
de la región de dicho sector Hallar la longitud 


del radio del sector circular 
Б B)2 Ox 
02 ma 


De los sectores circulares mostrados, 
halle el área de la región del trapecio 
circular sombreado. 


Si: Lg =D: Lg =" 


A 
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MATEMÁTICA 11 


16... Dela figura, halle el área del sector circular 
sombreado en términos de “a”, “by “h”. 


17. Señale si es verdadero (V) o falso (F), 

según corresponda en: 

( ) Sien un sector circular se duplica el radio; 
el área de su región también se duplica. 

( ) Se бепе un sector circular, si el área de 
su región es "57. Si duplicamos el radio. 
y tiplicamos el arco, el rea de la región 
del nuevo sector mide “65”. 

(O Si en un sector circular el ángulo 
Central se reduce a la mitad y se 
duplica el radio; el área no varía. 


А) УУУ В) РУУ. C) VE 

D vev E) WE 

48. Hallar: S, — S; Siendo O y O' centros. 

52 
x R o 

E Ie Erg 
ATE LE oy 
E ES 
DS DES 


19. Un molinete de riego tiene un alcance de 
14mde longitud y un ángulo de riego que mide 
2257. Hallar el área (en п?) de la región del 
sector circular determinado por el molinete. 


С 


A) 195 
0) 335 


20. Si la cuerda envuelve exactamente al 
triángulo trasladándose la esfera hasta el 
punto A, hallar el recorrido de la esfera. 
ABC es un triángulo equilátero de lado 


4m. 
в 
c А Esfera 
Ахт Bam С 12лт 
D) 165 E) 181 m 


21. Del gráfico, hallar la medida de "Ө". 


“eN 


A) a B2 o1 
D) 42-1 E) /З+1 


22. Se sabe que el centro de la longitud de 
arco AB se encuentra en la prolongación 
del lado AC. 


^j 


c в 
Si la ош de aro AB se puede 
expresar como "x + Ê”, hallar el valor 
de “К” aproximadamente. 
Dato: AC = 1; 8025 


P B)18 O27 
D) 36 E) 45 


23. Se tiene un cuadrante de circunferencia AOB 
de radio de longitud r = (/5 + 1) m, sobre el 
arco AB se toma el punto Cde tal manera que 
lalongitud delarco ACes media proporcional 


entre las longitudes de los arcos AB y BC, 
luego la longitud del arco AC es? 


Alm В)х m O2: m 


x EN 
Dim ют 


24 Calcule el área de la región sombreada si: 
ОТ = 05 = 4/3 m, además: TP = PQ = QS 


т 
о 
o s 
Anm — B)Ínm Chem? 
D) 6r m? E) 6x mè 


25. Si la suma de las áreas de las regiones 
sombreadas es 15xu?, halle la medida de*0”. 


S 3 wx. 5 


A) л/15 в)л/10 Os 
D) м4 Eua 


26. Del esquema mostrado, halle el valor de: 


feta 
[E 
3 
1, 
ud 
o 
Em 52 93 


27. Calcule el área de la región sombreada, 


AE = 2/5 m. 


A) am: Bm!  C)3wm° 
D) 4am? E) элт? 


Del gráfico, si: S, = 25, 
Calcule: 730 — 2sen0" 


۸/2 Be O32 
D) 2x DEI 


Un jardinero quiere construir y cercar un 
campo que tenga la forma de un sector 
circular con un alambre de 20 m de 
longitud. Halle el valor del radio de dicho 
sector para que el área del campo sea la 
mayor posible. 


А5т B) VS m O im 
D)3m E25m 


Siel área de la región circular mide 65x m° 
de área y 13 m de radio se genera un cono 
recto, calcule la altura de dicho cono. 


ASm B)10m O7m 
D)9m E) 12m 


з 


o b 
DEA B4 0202 
D) 2/2-1 Е)2/2+1 


SI ABCD es un cuadrado. Halle la medida 
del ángulo FOG, si: Lap = YSL gg ; además 


FOG y AOE son sectores circulares 
F 
» с 
б Á DG 
N30 mar oas 
D)53* 5er 


Calcule el perímetro de la región 
sombreada. Sí O y O' son centros (T: punto 
detangencia) 


BORD 


^ o 
ao в) 0548) ocn 
DESI 250-5 


== 


34. Se tiene un triángulo equilátero de lado 6 u, 
ubicado sobre una pista horizontal (Ver 
figura). Si el triángulo empieza a girar sin 
resbalar de tal manera que el punto A vuelve 
а tocar el piso otra vez; calcule la longitud 
dela trayectoria que sigue al punto M. 


H 
M 

ЕГ Bru DEN 

D)4zu СЕС 


35. Del gráfico, AOB es un sector circular y 
5, = 5. Halle: 
N = 0csc0 + cos 0 


o E в 
ALS 92 oi 
DII DE 


36. Determine el área de la región sombreada 
siendo ABCD un cuadrado de lado "m" y 
PAT un sector circular. 


TRIGONOMETRÍA 
37. Del gráfico reduzca: 40. Del gráfico, Hallar “secó” para que el área 
S del sector circular AOB sea mínimo, 
tan0+2 
A в 
rad > 
БЕ LE o2 
» pes » ES сувга DEJ DEG 
D) 30an E) 20an 41. Laslongitudes de los radios de las ruedas de 
unabicidea sonenre como esa4,Hallr 
^ Я el número de vueltas que da la rueda mayor 
EI pU De а VI alan alien 
^ ED вв EI 
D10 512 
& 
42. Del esquema, al hacer girar la faja, las 
vus ruedas A y C giran ángulos cuyas medidas. 
suman 28s. Determinar cuántas vueltas 
dará la rueda mayor. 
D 
B 
A1 DEZ ©з 
0)2 E) 5 
A1 DIE o2 
39. Determine el área de la región sombreada nes ES 
en términos de “r” “a”. 
Deol Ad = GO 43. Halle el desnivel producido en el bloque A 


cuando el bloque B llega al piso. R = 2r. 


А5 еп —B)2cm 09m 
D)8 cm EJ6 cm 


ГА 


ГА 


Halle el número total de vueltas que da la 
rueda al ir desde A hasta C, sin resbalar 
sobre la pista, sabiendo que AB mide 134 m. 


Determine el número de vueltas que da la 
rueda al recorrer todo el contorno de la 
región sombreada (r — 4) siento T punto de 
tangencia. — — 


La figura muestra una espiral formada por 
longitudes de arco de semicircunferencias 
АВ, BC, CD y así sucesivamente, siendo 
“r” el radio de la semicitcunferencia. 
mayor y cada radio siguiente es el 75% 
del radio anterior. Hallar la longitud de 
la espiral. 

Manr 
B) Sar 
Q6rr 
D) ar 
E) err 


Sobre una circunferencia de radio “r” se 
toman 3 puntos distintos A, B y С, siendo 
АВ el diámetro y mZCAB = 0. Hallar el 
valor de 0 tal que el producto de las 
longitudes de arco AC y BC sea máxima. 


№5 DE oi 


Di юг 


Se tiene un punto А sobre la rueda que se 
desplaza girando sobre la superficie 
horizontal. Si el punto A llega hasta los 
puntos A y A” (puntos de máxima y media 
altura), la distancia entre dichos puntos 


es ЕЁ + 38 + 8 . Entonces el radio vale? 


A95 »1 ©? 
D4 юв 


¿Cuál es la mínima distancia que debería 
recorrer un araña que se encuentra en el 
punto A” para llegar a un punto "B" en la 
generatriz opuesta siguiendo una 
trayectoria sobre la superficie del tronco 
D) 4,53 u 


de cono. 
7 ED. 
във 
1 s 
БЕ БЕТ 
Del gráfico mostrado, reducir la suma 
ilimitada: E = S, +5; + Sy +... 


A 3,03 u 
B) 3,53 u 
©) 4.0 узи 


Los pitagóricos afirmaban que la estructura del universo era 
aritmética y geométrica. La hermandad estaba dividida en dos 
partes: Los estudiantes y los oyentes. Los estudiantes aprendían 
las enseñanzas matemáticas, religiosas y filosóficas directamente 
de su fundador, mientras que los oyentes se limitaban а ver el 
modo de comportarse de los pitagóricos. 


Pitágoras pasa por ser el introductor de pesos y medidas, y 
elaborador de la teoría musical; el primero en hablar de «teoria» y 
de «filósofos», en postular el vacío, en canalizar el fervor religioso 
en fervor intelectual, en usar la definición y en considerar que el 
universo es una obra sólo descifrable a través de las matemáticas. 
Fueron los pitagóricos los primeros en sostener la forma esférica 
de la tierra y postular que ésta, el sol y el resto de los planetas 
conocidos, no se encontraban en el centro del universo, sino que 
giraban en torno a una fuerza simbolizada por el número uno. 


los pitagóricos atribuían todos sus descubrimientos a " 
Pitágoras por lo que es difíil determinar con exactitud cuales — — PITAGORAS DE SAMOS 
resultados son obra del maestro y cuales de los discípulos. Entre ellos están: 


4.  UNAPRUEBADELTEOREMA DE PITÁGORAS. Si bien los pitagóricos no descubrieron este teorema (ya 
era conocido y aplicado en Babilonia y la India desde hacía un tiempo considerable), sí fueron los. 
primeros en encontrar una demostración formal del teorema. 


2. TERNAS PITAGÓRICAS. Una terna pitagórica es una terna de números enteros (a, b, c) tales que 
cumple: a? + b = c2. Aunque los babilonios ya sabían cómo generar tales ternas en ciertos casos, 
los pitagóricos extendieron el estudio del tema encontrando resultados como cualquier entero 
impar es miembro de una terna pitagórica primitiva. 


3. NÜMEROS PERFECTOS. Estudiaron los números perfectos, es decir aquellos números que son 
iguales a la suma de sus divisores propios. 


4, NÚMEROS AMIGABLES. Un par de números son amigables si cada uno es igual a la suma de los 
divisores propios del otro (Atribuido a Pitágoras descubrir el par: 220, 284). 


5  NÜMEROSIRRACIONALES. A partir del descubrimiento de que la diagonal de un cuadrado de lado 1 
no puede expresarse como un cociente de mámeros enteros. 


ATICA IT 


En este capítulo veremos algunas aplicaciones de la trigonometría que implica la resolución de un 
triángulo rectángulo. Un triángulo tiene seis elementos: tres lados y tres ángulos. Resolver un triángulo. 
consiste en hallar tres de los elementos cuando se conocen los otros tres, siempre que uno de ellos sea 


unlado. 


Consideramos a los ángulos de un triángulo rectángulo designados por A, B y С, siendo Cel ángulo 
recto. Los lados opuestos a los ángulos se representarán por a, b y c respectivamente. La suma de los 
ángulos agudos es 90° y cada uno es el complemento del otro. 


Podemos definir las razones trigonométricas de un ángulo agudo como el cociente que se establece. 
entre las longitudes de dos de los lados de un triángulo con respecto a uno de sus ángulos agudos, 


SY OESERVACIÓN 
Para el ángulo agudo “a” se cumplen: 
о<зепа<1 nao 


O<cosa<1 cota > 0 


En todo triángulo rectángulo el cuadrado de la medida de la hipotenusa es igual a la suma de 
los cuadrados de la medida de los catetos. 


Se denomina de esta manera a aquellos triángulos rectángulos cuya medida de sus lados está 


expresada por números enteros. 
Loslados de todo triángulo pitagórico tienen la siguiente forma: 
c 
men ama Yn son números enteros positivos. 
` m>n 
^ в 


De la forma general ве deducen casos particulares: 


* n= impar (n > 1) * k-»par(k» 2) 
* AB Cateto menor * AB Careto menor. 
y ^ 
mar 2 
i zi yu 
c 
А med x pan 


ESCMAZ:S 


Una fórmula práctica para calcular la medida del menor ángulo de un triángulo pitagórico (De 
| tasformas estudiadas anteriormente) esla siguiente: 
a) nimpar(ns1) 


n o-( E ) 
| 5 seen 
b) mpar(n>2) 
ES] 
| m El error que se comete al aplicar esta fórmula 


práctica es menor de 50" (en valor absoluto). 


Los números pitagóricos poseen la siguiente estructura, 
AB.C Z° 
e A= k(2mn) 
^ 
B=k(m -n*) 
ant 
- Сокот? +02) 
DEMOSTRACIÓN: 
Se cumple que: [m 
Sea K elMCD (A, B, C) A=Ka, B=Kb,C=Ke 


Reemplazandoen la ecuación: Ke = K?a? + КЬ? 
> ë= 


2+0 y MCD (a,b, = 1 (1) 
Ahor 
. Siaybsonimpares. 


OBS.: Sixesimpar 


como: = a! b? 
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+  Siaybsonparsycomo: =a? +? 


= ерш. = сери 
= MCD (a,b, © = 21oquecontradice (1). 
aybsonde distinta paridad. 


Supongamos que a es par y b es impar. 
como: eate = cesimpar 
Ahora restando b? de ambos miembros: 


dea => (e+ b)(e-b) =a? 
comobyesonimpares: => b+c y c-bsonpares. 


Suponiendo que: 3d # 1 tal que e. 


twitter.com/calapenshko 


Sumando y restando las expresiones se obtiene: 


c=m?+n? a Ь=ш?-п? 


Reemplazando en: E n? 
¿amo? ээ а=2ша 

En(): A=K(2m0) 
B- Km -n*) 
Сект? +n) 


Ecirc A 77 mre ruri 


team CALAPENSHKO. 


Hallaremos las razones trigonométricas de los siguientes ángulos notables y aproximados: 


team CALAPENSHKO 


TRIGONOMETRIA 


A 


lasiguiente: 
Partimos de un triángulo ABC, recto en C, si queremos las razones trigonométricas de à) 


entonces prolongamos el cateto СА hasta un punto D, tal que: AD = АВ; luego el triángulo 


DABesisósceles: mZBDA =$ 
2. pm = 


— 


mw ats ania (А). 


2)" а 2)"c«b 


Con este método a partir del 37° у 53° se pueden construir tx18,5° y D 26,50 


"Las razones trigonométricas de un ángulo agudo son independientes de los lados del triángulo 
rectángulo que lo contiene y dependen únicamente de la magnitud de dicho ángulo”. 


F Los triángulos OCB, OED y OFG son semejantes, pues 
D posen los mismos ángulos. 
D Por lo tanto, por ejemplo, el sen a es igual en los tres 
triángulos, es decir: 


¡RAZONES TRIGONOMÉTRICAS RECÍPROCAS. 
Dos razones trigonométricas relativas a un mismo ángulo serán reciprocas entre sí, cuando el 
producto de estas nos da la unidad. Se cumple: 


тапа cora = 1 


scac- > [sena sea =a 


Donde, a es un ángulo agudo. 
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MATEMATICA IT: 


Las razones trigonométricas de un ángulo son iguales a las razones trigonométricas de su 
complemento por tal razón a los segundos se les suele llamar co-razones por ser razones del 
complemento de un ángulo. Siendo a y B valores de los ángulos agudos tal que a. + B = 90°, entonces 


EET 


Ejemplos: — sen20" = cos7O" > tan80 = coro" 
- sec5s" = escas" =  sen(x + 20°) = cos (70* - x) 


Resolver un triángulo rectángulo implica determinar sus lados y ángulos (elementos básicos). 


Si en el triángulo rectángulo conocemos un ángulo y uno de sus ados, podemos determinar los 
otros lados. 


Ejemplo: — Enel triángulo rectángulo conocemos la medida del ángulo 0 y la hipotenusa Н. 
Hallaremos la longitud delos catetos a y ben términos de Oy H. 


ъ=? 
Para hallar a, û = senê, entonces: a-Hsenü 


Para hallar b, Э = cos0, entonces: b = H cos 0 
Finalmente; 


Hseno 


Heosê 


Se observa que conocidos el ángulo Ө y el lado H, se han determinado los demás lados en 
función de H y una razón trigonométrica de O, para determinar dicha razón usaremos en 
forma práctica: 


team CALAPENSHKO 


ID) Datos: cateto opuesto y 0 


MATEMATICA II. 


DEMOSTRACIÓN: Sea A el área в 
+ Trazamos la altura relativa (ЁН) a AC. 
+ кач сив: Ë seno y 
=h=a5e00 noi 


m E é H b 


= _ Мазепө) 


Ejemplo: — Calcule el área de la región triangular sombreada. 


A 
2 (A: Área) 
B E c 
Resolución: 
3 ۔ ر‎ COD ay ODE ца 
в 1 с Ази? 


Б OBSERVACIÓN 


Es posible aproximarel ángulo a en el triángulo rectángulo. 
si: 
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Usando el teorema de Pitágoras, determine. 
la longitud deloslados que faltan: 


а) by 
Fa е 
А 
©) 4) 
, 
PAS 
|, 


2. Indiqueverdadero (V) o falso (F): 
1 25 
3 


EL 
3 4 
(Si пареа = заре 


( J.i cos =0,4 = secO=2,5 


( J.S esc) - 2. = coto 3 


3. Coloque el signo de relación (>, <, =) 
correspondiente en cada cuadro: 


a) sen3os 


b) tanaso 


©) сиз? 


a 


4 En cada caso, indique el menor valor | 
positivo de: a, 8.0.4, 0,A. 


a) sena=cos2a 

b) tanf = cot(10°+ B) | 
©) sen0.cse(60°—0)=1 

d) соззф.зес4з°=1 


€) tanfo + 10°)соц40°-) = 1 


s ===) 


& Aplicando la resolución de triángulos 
rectángulos, determine la longitud de los 
ladosque faltan. 


a 5) 
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PROBLEMA 1 En un triángulo rectángulo ABC (recto en C) reduzca: 


SecA . eB - tanê. cotB! 


Resolución: Dado el À c recto en “ D 
Se 
c 1 


Por el teorema de Pitágoras: 


Reemplazando en (*) en (* 


P=1 


PROBLEMA 2 El perimetro de un triángulo rectángulo es 300 m. Si la tangente de uno de los 
ángulos agudos es 2,4. ¿Cuánto mide el cateto menor? 


Resolución: — Delenunciadodibujamosel triángulo rectángulo donde sea tan a = 2,4 


H=13n 
12a 
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Por Pitágoras la hipotenusa es 13n 
H° (1200 «Gf + Н =13n 


Por condición, el perímetro es 300; 
13n+12n+Sn=300 >n =10 


Finalmente el cateto menor: 


* Enea: sen0-l 


Resolución: — Dela condición: sentia - 20). cs +507) = о: 


corso: 
sen(0- 207). csc(0 +50) = S 
зеп(30 - 20*) . esc(0 « 50) =1 


Resolución: De la condición: 
sentó + 15°) = tan. пала, tan" tang? .. tan84°. tan86". tan88" 


Es el Segundo miembro el número de factores en 44 
2sen(ê + 15°) = tan2*. tan4°. tané” .. tan44?. tan46*... tanS6”, tan88° 
CORT 
2sen(ê + 157 = tan2*. tan4", tan6* .. tan44*, cot44° .... сом", cot2° 


Ordenando el Segundo miembro (el orden de los factores no altera el producto) 
2sen(ê + 157) = tan”. cot2”. tand”. cot4*. tan6”. cot6*.... tan44*. cotd4" 
Y femen 7 d 
2sen(g + 15) =1.1.1....1 
2sen( + 15) = 1 
(4+15*=30* 


sem + 15 = 5 ={ Î 


GA Î Вб а ew apre RS 


Luego lo pedido: E =sen2$+ tan3$ 
Reemplazando: ¢ = 15° 


E=sen30°+ an 45° =} +1 


Enel Ds gy sea: AH = 10k 
OA = Bk; OH =6k = HB = 2k 


Trazamos altura PM y en el È pay 
PM=4k л MH=3k 


Я ES 
Finalmente: tan. sk 


х m 
ES 


PROBLEMA 7 Siayfsonlosángulosagudosde un triángulo rectángulo, calcule el valor de: 


ADMISIÓN UNMSM 2017-1 


Resolución: Se sabe que a y f son ángulos agudos de un triángulo rectángulo. Se cumple que: 


x! Gà-x-6)-0 
x20 v х2-х-6=0 
(х-3)0+2)=0 

Solo es posible en un triángulo rectángulo: 
x=3 


Finalmente: © see(Ž)=see(2) 


PROBLEMA 8 Siendo "x", "y", "z" valores de los ángulos agudos que cumplen: 
sen2x.cc(x + y) =l 1) 
тап2х tani 1 0) 
calcule: 


Resolución: — Dela ecuación (1): 


sen2x . csc(x + y) = 1 (propiedad de las RT recíprocas) 
х=к+у 


De la ecuación (2): tan2x amp 1 
E 
tan2x.cot(90"-2) = 1 (propiedad de las RT recíprocas) 
2х=90"-2 
2x+z= 90" 


Reemplazando (*) en (**): 
x+x+z= 90° 
y+z=90-x 


am САВО онал RODO — — s 


_ 30+20 
sen(70°- y) 

Сото: 70" - x ^ x + 20" son complementarios 
sen(70" -x) = cos(x + 207) 


Luego lo pedido: М + 2tan(y +2) . tan(x) 


M= Asos(x+ 20 


i с соѕ(х +20°) 


+2tan(90°- x) . tanx. 


Me3«2cox tam = 3 + 20) 


2 M=5 


PROBLEMA 9 — Enuntriángulo ABC (recto en C), se cumple que: 


Resolución: En un triángulo ABC, recto en C, se cumple que: 
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LAPENSHKO 
Hs у MATEMATICA А 


PROBLEMA 10 Exprese la longitud де "x" del gráfico, en términos de "a" у 0" 


БАК 


8 


c 


Resolución: En el Dacs‘ de"P"se traza PH 1 AC— PH = AH 


Aplicamos resolución de triángulos rectángulos en ts. 
CH=xcos0 


CHPyPHA = 
YPHA > py -xsen9 


Finalmente como: АС = ВС 


Reemplazando: x senê + x cos 
x(senê + cos) = a 


Seno «cos 


PROBLEMA 11 Del gráfico mostrado, exprese la longitud de AB en términos de "R" y "0° (T: es 
punto detangencia; O: centro de la semicircunferencia) 


TRIGONOMETRIA 


Unimos: OT=R=PB=R 


"Trazamos la altura OP y en el À op aplicamos resolución de triángulos: - 
AR б 


Asumiendo r = JZ , para facilitar cálculos: OQN: notable de 45° 
ON=0P=42 
соё = 4261 


Aplicando resolución de triángulos rectángulos 
Enel pac: CH= bsenx 
DH = b cos x 
Enel auc: - 


+ map. Denk 
+ пее lm 
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MATEMÁTICA II 


Trazamos la altura MP 
CP = PH 


Sea: mZMCP = a л MP =a 


BH = 2a (base media) 


Aplicamos resolución de triángulos rectángulos en el Bume ^ Maun: 
trasladando “0” 


Luego en el уы: 


tano = 22tana + acota 


tanê = 2tana cota... (1) 


Dado que “0"^ “a” son las medidas de los ángulos agudos y además el valor de 
*0" es mínimo entonces “tan 0" es mínimo: 


Recordar: 
SEA Be Rt 
Se cumple: MA > MG 
= А+В>2/АВ 


De 0): 
апа + cota >: acota 


team CAI ISHKO. 


al twitter.com/calapenshko 
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Lo pedido: — E=sec0+9senóo - 2 


28-1 


MATEMÁTICA 11 


Aplicamos resolución de wiángulos rectángulos enel Ds up, А ES nc 
Luego: Aplicamos la propiedad de la bisectriz 


TRIGONOMETRÍA 


Sea: AC=a=PC=atm0 
Aplicamos resolución de triángulos rectángulos @ cy) 
"Trazamos la altura MH: 


мн = (cot — tan0)tan0 


(corê сап tanê —— 
E T 


ana, 


а? 
Desarrollando: со2Ө-2согапё + tand = 2. — co0+ tan?0 = 4 
ET 


Finalmente; sumando 2 a ambos miembros: 
$ идө -2-1а029-6 
cot! + 2cotótanQ + tan *ü = 6 
: үе 


> (соб эчал =6 


Pp 2. cot@+ tanê = V6 


Resolución: 


PROBLEMA 19 


NIS = BU MATEMÁTICA II 


Del gráfico mostrado completando los catetos por resolución de bs. 


Por Poncelet csena + ccosa = c« 2r 
2r = c(sena «cosa -1) 


Elevando al cuadrado m. 
402 = (sena + cosa - 1 


А S can -senaYQ esa) 


En la figura mostrada: AB = AD = BC, mZ ABC = 90% m4 BAD = 32%, 
'm2BCD = Ө. Calcule: cotó. 


ЕН 2514001160 
En um 
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MATEMÁTICA II 


Del dato: CM-MB-a 


Luego: mZBMA =Û = tan0 = лапа 


Trazamos la altura PH: PH =n 


Determino el cateto НМ: НМ = n . tan0 


TRIGONOMETRIA 


STO «(t asb 
[ф+}===@-+ 


s [4 2- tes = 990) ES 
brcr4a=a+b+ Se -— Y 2 


Luego: A = S3° A C=37% 
5,3 
Asi: cscA + tan C = csc 53° + tan 37° =. Б: 


^ cA unC-2 
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Resolución: — Del gráfico completando los ángulos 


Recordar: 


Propiedad de la bseeriz 


amos la altura CT 


En el AFBG: Trazamos la 


altura BP 


Por la propiedad, se cumple que 


BG « GH 
'eemplazando : M esco =msen0+Zesco 
Reemplazandi = i 
Factorizando: соед – 1с5с0 = msen0 
(m D) esc = msen0 
2 


Despejando "sen 0": 
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PROBLEMA 25 En la figura mostrada; si AC — tan x + 3 cot xy BC = 4, 
entonces halle el mínimo valor de tan Ө. Nota: x € (0; 90) 
B 


Resolución: — tanp+2V3cos(B+ 157) 
Del gráfico: tanü- 


E 
талх Seorx B 
Por condición: (ап), 


Por la desigualdad de medias 
MA(tanx; 
> soa] ^ 


anx + 300x223 
— (anx + Scots, 2245 


cot x) > MG(tan: 


CEE 


селк pw 


1. $e o; l 
PROBLEMA 2A. Sinco) 1; 0e (o: 2) 
Calcule el valor de: M = (17 senücscó- coto). 


Resolución: — Dibujamosel Ds АВС 


Prolongamos el lado BA hasta el punto D tal que: 
mZADC-0 — mZACD - 30 


team CALAPENSHKO 
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Por el teorema de Pitágoras, BC = J17 
“Trazamos la altura АН, tal que: 


AH 


[17sen38 ^ AD = {17 sen30cscü 
> cotê = /17 sen30csc0 +4 


—4- MI7sen30cscü —cot0 
M=-4 


PROBLEMA 25 De la figura mostrada sí AB = 2u, DE = 2BC halle tan 0, sabiendo además que | 
АЕ es de longitud mínima. TM 


21210 
ر‎ 
Resolución: 


Del gráfico: 


Luego: 


mm 
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“SEO DO EDITORIAL RODO: 


1. Sienun triángulo rectángulo ABC, recto 
en B se cumple: 


senh cor A sent = 1. 
Halle; tan A 
DEVIS в) з o м5 
D) JI7 DEI 


2 Si los lados de un triángulo rectángulo. 
miden; э”, "2x + 2” y "2x + 3". Siendo x 
un número entero positivo, halle la 


tangente del mayor ángulo agudo. 
A416 B)1,8 022 
D)24 53,2 


3. En un triángulo rectángulo, el coseno de 
uno de sus ángulos agudos es 0,96. 
Si su hipotenusa mide 50 m, halle el 
perimetro de dicho triángulo. 


A112m 
D)52m 


B)224m ^ C)96m 


E)412m 


4. Delgráfico, halle: anf. 


A)025 
D)08 


AAA EE) ri EAS 


505 O96 


E975 


А 


Asen20" (csc20" + 3sec70) 


вую os 
D)6 516 


Sienel gráfico: AB = ВС. 


Halle: tan 
n 
Y 

x aia 
2 А 2 
№9 B) 3 o3 
: 2 
Da DS 


En un triángulo rectángulo ABC, recto en 
B, se traza la bisectriz AD del ángulo A 
(D en BC) tal que DC = 3BD. 


Halle aproximadamente “cot (£) " 


a 
А Ed 
№5 Br O3 
ES 

D) 2x 9T 


En un triángulo rectángulo, el cateto 
mayor es la media aritmética de los otros 
dos lados, balle la diferencia de las 


tangentes de los ángulos agudos. 
2 3 5 
әз Big 93 
3 2 
Di B 


ati 


10. 


п. 


2 


Del gráfico mostrado, halle “ese Ө”. 
Si; AB = BC y BM = MC 


PI в) 46 су? 
з E) VIO 


De las sigulentes condiciones: 
tana = tan10" tan30" tanSO" tan70* ... (0) 
tan = tan20".tan40”.tan60”.tan80” ... (i) 


Se podría afirmar que: 
Masp B) a + p= 90 
C) a + B = 180° 

Dja- p=90 E) a + B= 360° 


Considerando a “x” e "y" valores de los 
ángulos agudos que cumplen: 
tan(60* - x) = cot(x+307  tan(y+20 
value: 
к. *en(x+ y + 50°)en(S"+ y) 


costy -x-105) 

5 ГА 1 
DE D$ 03 
DEG DEG 

3 
Dela figura, halle (tana —2)2 

am m 
o 

Er Dr o2 
D Eo 


cman d 
13. Sobre el lado AC de un triángulo 
PU бс й GRON иск 
жа шй gu MER. А. 
жасара зо" ARIES PS x, 


halle: tan`x 
^)0,08 B)0,12 90,16 
0)0,18 E) 0,25 


^4. Dela figura, halle “tan w” 


E s5 28 
rac MS т: 
D) 3/3 E) 2/3 


L3 2созх + Stany = 1 + Gcosx tany 


halle: 
tan (2y + 3) tan(x 109 


“x e y^ son medidas de ángulos agudos. 
^1 52 o у 
рКа LE 


16. St AD = DC y BE = ED, calcule: 
7 cosa 


wam УУЛУН 


17. Del gráfico mostrado, halle: 


М = Asenb- Scosb 
ЗЕ АС = CD 
T: punto de tangencia 
р 
L 
A в © 
A1 »2 ©з 
005 Dis 


18, Del gráfico, si BD = DC: Exprese el valor 
de "tang" en términos de "x" AE : diámetro 


© anx 
E) seex 


19. En un triángulo rectángulo de hipotenusa 
^h y uno de sus ángulos agudos “0°, se 
ubica interiormente un rectángulo cuyos 
dos lados adyacentes se encuentran sobre 
los catetos de dicho triángulo. Halle el 
área de la región rectangular, sí una 
diagonal del rectángulo es perpendicular a 
la hipotenusa del triángulo. 


A) зеп coso 
В) héseno costo 
C) зеп? costo. 
D) bésen20 cos20 
E) h'(sen0 + cos0) 


TRIG: 


METRÍA 


20. En un rriángulo isósceles, el lado desigual 
mide “b” y el inradio "a", además los 
ángulos congruentes miden “o” 
Simplifique: 

Zaseca—btana 

Zatana—bseca 


21. Siendo ABCD un cuadrado, halle "seni" 
c 


5 6 9 
A 07 [E 
10 12 
Du D is 


22 Siendo el perímetro de un triángulo АВС 
de 20 u y el inradio de dicho triángulo 4 u 
halle: 5 


Кес s coi coro 
2-2! deg 


м2 B)2,5 [ru 
D)4,5 Es 


23. En un triángulo rectángulo ABC, recto en 
A; halle el valor de la bisecuiz interior 
del ángulo recto si los lados b y c miden 
342 y 242. respectivamente, 


БЕ 922 
0)2,6 


O24 
528 
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м. 


25. 


IET oc MNT 


De la figura mostrada, halle “согд” A)2tanó co B) tanê + conj 
C) tanê + 2cot 
D)2tan$ E) tan26 — coth 


28 Enla figura AE = К. EC; halle: 
N = пал? + 2tan'0 en términos de k 


A) Va BLS ©з 
D)2 LE 


En un triángulo rectángulo, su perímetro 


ез "n" veces la hipotenusa. Si uno de los 
ángulos agudos mide “Ө”. Halle: лук B) 2k СЕ 
P = sen0 + cosü + sen0 соз De DES 


29, Del gráfico, halle Р = cscu — tana en 
términos de “0”. 


De la figura mostrada, О: centro, P, T y Q 
puntos de tangencia. 


Halle: "senx" 


A) seco B) ско C) tano 
D) сив E) seno 
30. En el cubo mostrado; halle 


DE 
p= tan'a — tan? 
tanp 


a 
A 

En la figura, halle “tanê” en función деф М Д 
МИ >= 
Nal 


м2 DE Ds 
Ds Е)1/2 
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34. Del gráfico, señale el equivalente de: 


pies E 
EZET 
5 c 
D 
А 
Кее B) btan + a 
Wrst! A) tang B) co ©) sech 
mm D) кф E) senê 
y _ za 
Seco- csc 
atang +b 3$ En un triángulo ABC, recto en C; se 
т) Daan +b inscribe una circunferencia de radio “r” y 


se circunscribe una circunferencia de “R”, 
además mZCAB = 0; exprese T er 
32, Del gráfico mostrado: send = cos z E 
> términos de 0. 
A) senê сой в) (seno) cos) 
C) 1 - sent cort 
D)senð + cos0-1 — E)1-sen)-cosb 


3& Considerando un triángulo ABC, exprese 
el área de la región triangular en términos 
de las medi 


is de los ángulos “A” y "В" 


A) ê(tanA + tanB) В) c(cotA + cotB) 
2 
H EH c) cana s nt 


e 


m Z(tanA + tanB) B AcotA+cotB) 


D 


Del gráfico mostrado, halle al área dela 
región sombreada. 
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O NEIN 
cotê ] 

2L corer 1. 

senüe 1 

il 

1 E 


^ 


в) 


© 


To coso, 
senê 0) 
sen сов. 
tanos 1 

Sl 


D) 


E) 


Dado elsector circular АОВ, C y D puntos de 
tangencia. Halle AE en términos de бут. 


A 


41. 


А 
Ву reso[ec 
o 
D 
5 


Del gráfico mostrado, balle el valor de la cot © 
en términos de a, si: AB = ВСу a = mZAPD 


Р D 


A) cota resta 
C) cota -esca. 
D) tana +seca 


B) cota - osca 


E) tana +seca 


En la figura, halle la longitud de R en 
términos de a, b y 0. T es punto de 
tangencia. (AB = y BC = a) 


Н Е 
asen0+b 
ESI 
J 1+ tanê 
btand a 
1+sec0 
(+ seca 
pis м 


Del gráfico mostrado, halle la longitud де 
0,0; en términos de Ө y т, siendo O, y O, 
centros, Py T puntos de tangencia, 


A)r(senü-cos) — B)r(cosü-senü) 
C) r(cosó-senü) 
D)rcscó-secü) — E)rísecü-cscó) 


En la figura mostrada, exprese сох en 
términos de a, siendo MP = ВР 
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AFOIYDO EDITORIAL RODO. 


4). Sea K la relación entre la longitud de la 
«circunferencia de centro O, y la longitud del 
arco ÁB, cuyo centro es O entonces el 


equivalente de (0-1 
A 


Ps 


Fan Tone 

jut Eo 

mim юм 
: : 


El perímetro de un triángulo rectángulo 
ABC (recto en A) es 1 m. El equivalente de: 


Ms 


entérmino de a es: 


д)а?-3а+1 В)а?+за+1 
©1+3а-а2 


D)l*ai-a Е)1-а-а2 


45. Enuntriángulo ABC (rectoenC), halle: 
(a? b?)sen(A- B) - (32 b?)sen(A + B) 


A-1 
m2 


во o1 


9-2 


En el gráfico adjunto, siendo 5 el área de la. 
región sombreada, además tan 0 = 2/3, 
halle: 
Же 
зепбсоз(45°+ 0) 


B) 1543 © 1542 


E) 30 


A)3042 
0) 3043, 


Dela figura ME = m, determine: 


"e 


enfunción de 


Jeenanptantass - p 


AJA coto 


B) 1+cotO 


[3:77] 


D)1-tn6 E) тапө-1 
Dentro de un ángulo cuya medida. es "24" 
se inscribe “n” circunferencias tangentes 
exteriormente una contra otra y a los 
lados del ángulo. Siendo los radios de 
dichas circunferencias ту, to ry es Ta 
desde r, < t; < r, < mu r. Halle r, en 
términos de r,. 


J. Del gráfico, halle el perímetro de la región 
triángular sombreada, si OA, = 1 


A) (tan0- seco + I)cos^ 0 
B) (tano + secü - I)cos^ 0 
C) (tan - sec- 1)cos^ 0 
D) (tand+secO+1)cos" 0 


E) (sec0- tan + 1)cos^ 6 


MATEMATICA II 


b.c ab ad 
A) آ7‎ B) ed о == 
pied 
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ттт 

+ Reconocer e identificar los elementos que definen el ángulo de elevación, ángulo de 
depresión yel ángulo de observación. 

* Plantear los gráficos adecuados para la posterior resolución del problema mediante el 
uso de razones trigonométricas de un ángulo agudo, 

Resolver problemas que involucran ángulos verticalesy horizontales, 


ROSA DE LOS VIENTOS O ROSA NÁUTICA 


Esun circulo que tiene marcados alrededor los rumbos en que se divide 
la circunferencia del horizonte. En las cartas de navegación se representa 
por 32 rumbos (deformados) unidos por un extremo mientras el otro señala 
elrumbosobre el circulo del horizonte. 


Sobre el mismo se sitúa la flor de lis con la que suelen representar el 
Norte que se documenta a partir del siglo XVI. 


También puede ser un diagrama que representa la intensidad media 
del viento еп diferentes sectores en los que divide el circulo del horizonte. 


SUBDIVISIONES DE LA ROSANÁUTICA 


ROSA DE LOS VIENTOS 
*.  LOSPUNTOSCARDINALES. (1504) 
Norte (N) — Sur (S) - Este (E) - Oeste (W uO) 
Para identificar mejor estos puntos, se puede usar nuestro cuerpo como referencia. Orientando 
nuestro frente hacia el Norte, estaría hacia atrás el Sur, a la derecha estaría el Este y la izquierda el 
Oeste. En inglés se suele ocupar W (West) para referirse al Oeste, Esto se utiliza para diferenciarlo 
del número cero. 


2. LOSCUATRORUMBOS LATERALES 
Noreste (NE) - Sureste (SE) — Suroeste (SO) — Noroeste (NO) 


1. LOSNOMBRESDELOSVIENTOS 
Estos nombres indican la procedencia del viento 


Norte - Norte (ESP) o Tramontana (CAT) Noreste -Gregal (ESPECAT) 

Esto - Levante (ESP) o Llevant (САТ) Sureste--Jaloque (ESP) o Xaloc (CAT) 

Sur-Sur (ESP) o Migjorn (CAT) Suroeste --Lebeche (ESP) o Garbi О Llebeig (CAT) 
Oeste -- Poniente (ESP) o Ponent (CAT) Noroeste -Mistral (ESP) o Mestral (CAT) 

С) ESP: Español CAT: Catalin 


4 LOSOCHORUMBOS COLATERALES 
NNE— Nornoreste 
SSE— Sursureste. 
ОМО — Oestenoroeste. 
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En nuestra vida diaria observamos objetos e indicamos sus posiciones utilizando referencias que 
nos puedan permitir una mayor precisión al momento de ubicarlos. En el capítulo a estudiar 
consideraremos en un mismo plano tanto al observador como el objeto que deseamos observar. Luego 
necesitamos conocer algunos términos que vamos a utilizar tales como: 


LÍNEA VERTICAL. La vertical de un lugar es la línea que coincide con la dirección que marca la plomada 
en equilibrio. 
Ly: Recta vertical 


Plomada en equilibrio 


Li Recta horizontal 


Dirección al polo 
Dirección al polo dax 


Línea de plomada 


LINEAHORIZONTAL Es toda perpendicular a la linea vertical. 
LNEAVISUAL. Es aquella línea imaginaria que une los ojos del observador con un punto al objeto, el cual 
se está observando. 

PLANDVERTICAL. Es todo aquel plano que contiene una línea vertical. 


ы ccu 114 HD erat 
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TRIGONOMIETRI 


Los ángulos verticales son aquellos ángulos contenidos en un plano vertical y puede ser; 


Es aquel ángulo formado por la línea horizontal que parte del ojo del observador y la línea 
visual, cuando el objeto observado se encuentra por encima de la línea horizontal. 


PR OBJETO. 


ө: Valor del ángulo de Elevación 


Es aquel ángulo formado por la línea horizontal que parte del ojo del observador y la línea 
visual, cuando el objeto observado se encuentra por debajo de la línea horizontal. 
OBSERVADOR 


B: Valor del ángulo de Depresión 


La gráfica muestra el valor del ángulo de 
observación "9" con la cual la persona "ve" 
al árbol 
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RO NAS MATEMÁTICA II 


Son aquellos ángulos que se encuentran contenidos en un plano horizontal. 


Para ubicar un punto con respecto de otro, usaremos como referent 
NORTE, SUR, ESTE y OESTE. 


a los puntos cardinales 


NORTE 
OESTE h 
SUR 


LA ROSA NAUTICA 


Es aquella división del horizonte en 32 direcciones. 


Elvalordelángulo formado por dos direcciones consecutivas es де 11" 157. 


DIRECCIÓN 
La dirección de un punto con respecto de otro, es aquel que toma como referencia a los puntos 


cardinales (NORTE, SUR, ESTE y OESTE). 


E 


ccalapenshko 


Respecto del punto P: 
А seencuentra en la dirección E20'N 
B seencuentra en la dirección N30'0 
C se encuentra en la dirección 005 
RUMBO 
Esla dirección que toma como referencia el NORTE o SUR solamente. 
Asf del ejemplo anterior; respecto de P: 


B seencuentra enel rumbo 30° del NORTE ALOESTE 


Д OBSERVACIÓN 


Anuncio 
B 


La distancia entre una persona y un anuncio de tal manera que el ángulo de observación que 
posee la persona es “máxima” es: /b(a b) 
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MATEMATICA II 


DEMOSTRACIÓN 

€ ES eg uu 

Prolongamos РА y trazamos la perpendicular de B hacia РА. 
En los 4ASP y AHB: B 


[n 


O 
> ws 00 
ax 


Menta: tano TE 


PROPIEDAD; Se cumple que: M.A.> M.G. Vn e R” 
Si: 


Por lo tanto: (а + Б), -2Vab se obtiene cuando a = b. 


Ahora como se desea 0, la tan 0 es también máxima. Entonces su denominador es mínimo y por 
batb y 
x 


x= dba b) 


la propiedad el mínimo se alcanza sí 


Al hablar sobre las brújulas, se plantea que para trazar una dirección cualquiera existe la necesidad. 
de tomar un punto de origen respecto al cual se encuentran los ángulos. En topografía se suelen tomar. 
encuenta lossiguientes puntos de origen. 

* Elnortegeográfico y verdadero. 

+ Elnortemagnético, 


Por convención los ángulos que vamos a medir a continuación se harán en el sentido en que están 
las manecillas del reloj a partir del punto de origen. Según el punto de origen que se tome, estos ángulos. 
sony se denominan. 
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AZIMUT VERDADERO O GEOGRÁFICO 
Es el ángulo formado por una dirección cualquiera y el No fm 
norte geográfico. Sele representa por (2). D 
RUMBO O AZIMUT MAGNÉTICO 
Es el ángulo formado por una dirección cualquiera y el v 
None Magnético (el que nos dala rij) Se le representa | Ex» 
por (R). > 

De manera que sitemamos un áoglo con la ral, [2 
estamos formando un rumbo. Si marchamos por medio де 
direcciones tomadas por la brújula, estamos marchando 
por rumbos. La declinación (D) de un punto Pnoes más que 
la diferencia entre el azimut verdadero y el azimut 
magnético (ver figura). 

D=Z-R, dedondeZ =D +R 

Es decis, que el azimut verdadero geográfico es la suma del 
rumbo más la declinación; o lo que es lo mismo, para hallar 
el N geográfico no hay más que agregar la declinación al N 
magnético. 


Se presentarán problemas que incluirán ambos ángulos (ángulos verticales y 
horizontales) en este caso se dibujará un diagrama tridimensional 
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©) (Ty P: puntos 
de tangencia) „ 


2 Complete: 


9 = ángulode. 


Determine el valor de los ángulos que 
forman las siguientes direcciones: 


а) S400 y SE 
1 1 

у 5150 y NINE 

9s y so 


Complete las siguientes direcciones: 


Sea а el ángulo de elevación con el cual se observa 
la antena de altura h. * ET 
ппа=13 э una o 
Como el < ABC es notable (45* y 45°), entonces pa 
la longitud BC = 120 m. En el > ABD, tenemos: 
h+120 
may 


h+120_12 
0 LT > h+120-144 


2 h=24 


Resolución: Del gráfico: (3-1)m+k=k/3 > k=1m 


“EN 


15m] 


بو 


A todo el püblico en general: 


El Proyecto Modo Scan+100 2.0, nace de una idea del 
Team Calapenshko, 

el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente, este libro 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analíticamente, así que te invito a leerlo. 


No pagues por este libro de circulación gratuita, 
büscalo en la red. 


Atentamente, el GRUPO CALAPENSHKO 


28 de agosto del 2020 
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TE/IGONOMETI 


lacG7y53) эАВ=8р 


que se encuentra a una altura igual a la longitud del radio de la tierra; 
Resolución: — Se considera a la tierra como una esfera cuyo radio mide “r”, 

La altura del satélite AD se mide a partir de la superficie de la tierra, asî la línea 

vertical que contiene al satélite "pasará" por el centro de la tierra, las visuales 

AB y AC son lineas tangentes а la tierra, luego OB 1 АБ 


A$ — Satélite 


Resolución: — Graficamos según el enunciado. Nos piden AE. NE 


Le damos forma a tan a. y tan Ê 


AB=20k > AE- Sk A 
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CD-69,10 
BC«BD-69,10 
15k+1,60=69,110 
15k=67,5 
k=4,5 


Resolución: Sean los edificios de alturas h y H. 


w a 


bos h=10tana -@) 
[T H-l0cxa ca (2) 


(0x): hH=10 tana. 10cota 


=. hH= 100 


AAA IIA 


e 


Enells sc aplicamosel teorema de Pitágoras: 
255-2040 х=15 


езана 176 pn mns o 


° 7. La longitud de B a Ces 15 km. 
El rumbo de C respecto de A es 5531. 


nus 


'Seobserva que el ángulo PAQ es recto. 


D po! Teorema de Pitágoras. 
= 35+12 = х=37 


+. La longitud entre P y Q es de 37 km 


Dane (30'y60= BD=10 ^ CD-10/8. 
Bs, ci Teorema de Pitágoras: 


O 
x -2047 


7. El valor del desplazamiento total es 20 V7 km. 


уос G0*y60): ОС = 10 = AO = 1048 
М. (45*y 457: 0C = 10 =08=10 


Bros Ов = 104 A0 = 10/5 
2 AB 20 


TRIGONOMETRÍA 
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Seah: altura dela torre. L 


уос (459) DIN а? 
Ecos (30*y60) во=һу5 
Bon 19-3. = hes 


2 El valor de la altura de la torre es S m. 
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Se observa del gráfico: 
AB+BC=AC 


Reemplazando: L seng + 1. созфсогӨ = L cota. 


seng + cos SS = cota 


Operando: — sengsenQ+cosgcosO=cotaseno 


Por variable compuesta: cos(9=4)=cotasenó 
0-4 = arc cosícota sent) 


2 q=0-are cos(cotasent) 


Resolución: Graficando; aplicando calculo de lado para cada triángulo rectángulo y además 
recordar por números reales la propiedad: 


Pa ; а>блъ>0 


ЕТП энше 
Dato: AB es mínimo 

Aus. = 2H tan + 3H cotê > 2/XH tan (GH cot) 
Aplicando la propiedad: 

ABus.- 2846. 
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Se cumple 2H tanê = ЗН cotê 


Piden del gráfico: ranê ЗН. _ %2 
m B 203 
Ya 
342. Y3 
Racionalizando:  tanê= 
pde) 


PROBLEMA 18 Desde cuatro puntos colineales de la superficie A, B, C y D, se divisa lo alto de una 
torre PO CQ" еп el piso) con ángulos de elevación que miden a, B, 0 y ¢ 


respectivamente, Si: ZAQB = ZBQC = CQD = 10° y sen 105 0,173648. 
‘Calcule: 


Resolución: 


senose CB. 
E qon, Ss 
E 
BE senos 


Ems e m(1) 
ER 
2. 


Calculemos "f": 


(en (2): 


(4) en (3): 


Вр=а 
AP=atan0=PC=atan*0 
BP+PC=30 

а+агап?Ө =30 


a(l» tan 0) «30. 
ase 0= 30 
a= 30000 


TEIGONOMETRÍA 


RS =ау2лапр; TL=aViO tano 


“Del gráfico se nota que: 
+ алапа =a tanî +atanê ¬+ tana—VZtamf=tané 


+ ашпа =a I0tanO + 3a tanê — tana — JIO tan 0 = 3tan 
Luego reemplazando en "A": 
А-ат тап) 


A= tanê 


рыны үзене Үү ЧЕКЕ 


Resolución: 


em 
Reempazando: x4 ®. -10 min 


En el Bs gag es isósceles => AQ = AB = h 


Enel Bag ә AP = AB ex 6 AP = 


AAA 


л AQ? mh? (5) +G) => ness 
A peo? QC=hcot30% 343(43) = QC=9 
N po: PEOC- QP? 

Reemplazando datos: РС = 7m 


PROBLEMA 25 En un instante dado, dos personas observan un móvil en un punto Q, en el rumbo | 


Resolución: — Sean A y B puntos donde se encuentran los observadores; AABP (isósceles) 


Ж = BP = 300m 


a Җор 


BPO (de 307 y 60°): 
PQ=300 tan 30° = 100/3: 


Dato: Tiempo -10s 


CB hex ^ heo 


+. 


Desde lo alto de un acantilado de 21 m de 
altura, se observa una boya en el mar con 
un ángulo de depresión de valor de 16°. 
Halle aproximadamente la longitud, de la 


boyaal piede altura delacantilado. 
Am  B)64m 58m 
D) 50m E) 46m 


Desde un punto en el suelo, ве observa la 
parte mas alta de un edificio de 81m de 
altura con un ángulo de elevación cuya 
tangente es 1,8 ¿Hallar la longitud de la 
base del edificio del punto de observación? 


25m 
0) 40 т 


B)30m 935m 


E)45m 


Un globo aerostático se encuentra entre 
dos pueblos que están separadas 10km y 
los observa con ángulos de depresión que 
miden 37° y 53. ¿A que altura se encuentra 
volando el globo? 


A) 5,6 km 
D) 4,6 km 


B52km — C48km 


E) 44 km 


Un faro de 20m de altura se encuentra al 
borde de un acantilado. Desde un bote en 
el mar las elevaciones de la parte superior 
e inferior de la torre con ángulos de 
elevación de valores “a” y" 


Siendotana=3 y апр = Š ; Hallar 
la altura del acantilado 

Am Bm Озот 

0) 15m E) 40m 


Š Una persona de 1.7 m de altura, observa la 
parte de una torre con un ángulo de 
elevación de valor “0", si la persona se 
acerca 45 m hacia la torre, el valor del 
ángulo de elevación es é. Hallar la altura de 
latorresi:cotó cotê =3. 


A 137m 
D)167m 


B197m — CO157m 


E) 217m 


& А 20m de un poste, se ve el foco de la 
parte superior con un ángulo de 
elevación cuya tangente es 0,5. ¿Cuánto 
habrá que acercarnos al poste en la misma 
dirección para ver el foco con un ángulo 
de elevación, cuyo valor es el complemento 
delanterior? 


Asm 
D)20m 


B) 10m C)15m 


E) 24m 


T. Un basquetbolista observa la copa de un 
árbol con un ángulo de elevación de valor 
37, si la persona dista В m del árbol. Hallar 
el valor del ángulo de observación del 
árbol, sabiendo que la altura de la persona 


eslacuarta parte del árbol en mención. 
DEJ в) 43° os 
D) 58" Ber 


& Un pato que se encuentra sobre una 
laguna, se percata de la presencia de un 
cazador a 1 4 m. El ave alza vuelo en línea. 
recta con un ángulo que mide 53°, 
alejándose. El cazador hace un tiro certero 
соп un ángulo de 37° de valor. Halle la 
distancia de vuelo del ave antes de caer 


Am  B)2Sm C)30m 
D)35m E) 40m 


3. Desde la parte superior de un poste de 
12mdealtura, se observan los puntos AyB, 
ubicados en un plano horizontal con 
ángulo de depresión de valores 45* y 377 
respectivamente. Halle el valor de la mayor 
distancia entre AyB. 


O20m 
E)28m 


Alsm 
D) 24m 


B) 18m 


40. Desde el mirador de un cerro se ve hacia 
una misma dirección dos puntos A y B 
en tierra con ángulos de depresión de 
valores 30° y 45°. Si la distancia entre los 
puntos A y B es 300 m, hallar la altura del 


cerro. 
А389 т. B)4lm | C) 525 mg 
р) 452 m 8372 


$f. Un árbol se encuentra sobre una ladera 
la cual, tiene una inclinación de 23° con. 
la horizontal. A una distancia de 30 m 
colina abajo desde el pie del árbol, el 
valor del ángulo de elevación hasta su parte 
superiores de 53*. Halle la altura del árbol. 


A) 20m 
0) 35m 


B)25m Qism 


E) 36m 


12. Un. avión. se encuentra. volando horizon 
talmente a 180 km/). En cierto instante, el 
piloto ve una señal en tierra con un ángulo. 
de depresión de valor 30°. Un minuto 
después, estando sobre la señal, el piloto 
observa а 2000 m un aerostato a un ángulo 
de elevación de valor de 45" ¿A qué altura. 
está volandoel aerostato en ese instante? 


A) 1,57 km. 
D) 5,36 km 


B) 3,14 km C) 4,71 km 
E) 6,28 km 


D  THIGOYOMETRÍA 


аз, Un avión en picada, es. observado. desde 
un punto de terra con un ángulo de 
elevación de valor de 60” y una visual de 
800 m, luego de pasar sobre dicho punto de 
Observación, es observado nuevamente 
desde dicho punto con un de ángulo de 
elevación de valor de 30" y una visual de 
600 m. Halle el valor del ángulo de 
inclinación, con respecto la horizontal cae. 
dicho avión? 


ns B) 16° 
D) 23° 


oz 
E) 30* 


14. Una cuerda elástica se mantiene unida а 
ва poste y a tierra manteniendo el poste 
werticalmente. Al mediodía un 
movimiento telúrico hace que el poste 
sufra una inclinación proyectando 
una sombra la cual es la mitad. del. poste. 

ntes y después del temblor el valor del 

ángulo formado por la cuerda y la tierra 
eran de 53° y 6, halle aproximadamente 

elvalor de “tan 0" 


A) 0,43 
D) 0,69 


в) 0,52 ©) 0,61 


E) 0,73 


15. A medianoche, desde un observatorio 
situado sobre la línea ecuatorial, se ve 
arriba de ella un ovni estático en el 
espacio. Si debido al movimiento de 
rotación de la tierra, desde el observatorio 
se deja de ver al ovni a las 4:00 h ¿Halle 
la altura del ovni? 

Considere a “R” como radio de la tierra. 


R R R 
к E cs 
D. ют озу 


R 
D)R DE 


AAA AS 
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16. Un padre y su hijo se encuentra de pie 
uno frente al otro. El padre ve la parte 
superior de su hijo con un ángulo de 
depresión de valor de "9". El hijo ve al padre 
bajo un ángulo recto. Si la estatura del 
padre es H", halle la longitud de separación 
entre el padre yel hijo. 


A) Hesenê 
B) H.cosQ 
C) Нзеп%% 
D) Н.с? 
E) Hesen ¢ соф 


17. Desde un satélite de comunicación se ve a 
la tierra bajo un ángulo de valor “0”. 
Considerando a la tierra como una esfera 
de radio “R”. £ A qué altura se encuentra el 
satélite? 


A) R.cor(0/2) 
В) R.sec(0/2) 
C) R. cse(0/2) 
D) R. [ec(0/2) - 1] 


S) R.[ec(2 -1] 


16. En el polo norte una foca observa un iglú, 
que tiene la forma de semiesfera de radio 
"f" con un ángulo de valor “a”, Halle la 
distancia que se debe de acercar la foca al 
igla para verla con un ángulo de valor “B” 


A) г. (sena = senp) 
B) r. (cosa cosp) 
C) r.Gana.- tanf) 
D) г. (seca = sec) 
E) r. (esca cse p) 


19. Una persona ubicada a cierta distancia de 
la base de un pedestal de 12 m de altura; 
que soporta una estatua de 13 m de altura; 
observa lo alto de la estatua con un 
ángulo de elevación, la cual es el doble del 
valor del ángulo de elevación, con el cual 
Observaría la parte superior del pedestal. 
Halle la distancia de la persona al pedestal 


Am 24а C)36m 
D)48m E) 60m 


Sobre una colina que desciende de ESTE a 
OESTE y cuyo ángulo de inclinación mide 
*0", se encuentra un poste de longitud "I 
cuya desviación respecto de a línea vertical 
es “a” hacia el OESTE, Determine la 
longitud de la sombra proyectada por el 
posteal mediodía. 


A) L.sena.cosó 
B) L.sena.tanü 
C) L.tana. coté 
D) “L. cosa . csc à 
E) L.sena.secó 


Un niño se encuentra en el centro de su 
Jardin que tiene la forma de un triángulo 
'equilátero y observa uno de sus vértices 
соп un ángulo de depresión de valor 30°; 
luego de caminar hacia uno de los 
vértices, observa otro vértice con un 
Halle 


elc. ajo 


Las caras de la pirámide de Kefrén en el 
valle del Nilo están inclinadas 
aproximadamente 53* respecto de la 
horizontal. A una distancia de 84 m 
directamente a partir de la base, el ángulo 
de la elevación a la cúspide de la pirámide 
mide 37. ¿Cuánto vale la extensión de la 
cara desde la base hasta el vértice de la 
pirámide? 


Atm Bom  ©)160m 
D) 170 m E) 180 m 


A A TI rS A 
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TRIGONOMETRIA. 


23. Un observador ve el ascenso de un globo 
verticalmente, la 15, 22 y 3^ observación 
lo hace con ángulo de elevación que miden 


0,20y30 respectivamente. Si en la 1.*y2* 
observación sus alturas miden 30 m y 80 m 
respectivamente. Halle la altura de la 3.* 
observación. 


A)180m 
D)300m 


B) 200m С) 250т 


E)330m 


"4. Desde la base de una colina inclinada con 
wn ángulo de valor "y" respecto a la 
horizontal, una persona observa la parte 
superior de una torre de altura ^h" con 
ángulo de elevación que mide 24. ¿Qué 
distancia debe de ascender la persona sobre 
la colina para que el nuevo ángulo de 
elevación mida "3"? 

h 

DELI 


A) h senê ©) тап 


D) 2h eot DESI 


Desde la azotea de un edificio, se observa 
а una persona que se acerca hacia este con 
'unángulo de depresión que mide "a" y cuando 
la persona ha recorrido una distancia igual 
а la altura del edificio, es observado con 
un ángulo de depresión cuyo valor es el 
complemento del valorde "a". Calcular: tana. 


1 5 
№1 » 5 o 

5-1 У5+1 
Mi pz E) 


26. Desde un punto situado a una altura “h” 
sobre el nivel de una laguna, se observa un 
globo con un ángulo de elevación que mide 
"o" ysuimagen reflejada en la laguna con un 
ángulo de depresión de valor “9”. Halle la 
altura del globo sobre el niveldela laguna 


UU 
C) h(tana + tanê) 
a 
» (ees) 
= 
Tom 


Un avión que esta por aterrizar observa en 
за misma trayectoria la pista de aterrizaje, 
se observa hacia delante el extremo más 
lejano y cercano de la pista con ángulos 
de depresión de valores: "а^ y "p°. Si el 
avión se encuentra descendiendo con un 
ángulo “0” (a < û < ) y vuela una distancia 
que mide "d" para tocar la pista, ¿Juego la 
longitud dela pista es? 


A) 4. senê. (апа —tanf) 
B). d.sen0. (апа +tanf) 
C) d.sen0. (cota - cof) 
D) d.cos0. (tana +tanf) 
E) 4. соз0. (cota -cotf)) 


Una niña corta un árbol a "x" metros de 
su base y observa que la punta que cae 
forma un ángulo que mide 0 con la 
horizontal; pero si lo cortase un metro más 
arriba, la parte que cae forma un ángulo de 
valor "¢" con la horizontal. Si la pequeña 
decide calcular la altura del árbol con estos. 
datos. ¿Qué altura obtendría? 


P 
N c0- sech 
PUN 
= 
seco cet 
orai 
Gees еса 
sect sect 
(esc + Descó 1) 
E 


B) 


© 


D 


D 


PA 145 A esten 1 
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29. Entre dos torres de alta tensión separadas 
por una distancia "d", se encuentra un cable. 
unida al extremo de cada torre, el cual 
describe una porción de circunferencia 
de radio "А". Halle la longitud del 
cable. 


^ 


30. Una persona ubicada en la orilla de un río. 
ve un árbol plantado exactamente sobre la 
ribera opuesta (frente a él) con un ángulo 
de elevación de valor de 60°; luego la 
persona se desplaza 40 m bordeando la 
ribera del río, de donde observa nueva 
mente el árbol bajo un ángulo de elevación 
дезо". Halle a altura del árbol. 


A) 104/2 т. В)10У3 m 
D) 10/6 т 


© 10/$ m 
Ej10m 


31. Sobre una línea horizontal que pasa por el 
pie de un árbol, dos campesinos en ambos 
lados del árbol, observan la parte superior 
de éste, con ángulos de elevación donde el 
valor de uno es doble del otro. Si la menor 
visual mide В m. Halle la altura del árbol, sí 
la tangente del menor ángulo de elevación 
905 


A32 m 
D)3 m 


B64m — Ol6m 


кат 


MATEMÁTICA IT 


32. En la parte más alta de un edificio hay un 
mástil de bandera de 4 m de altura. Una 
persona observa desde el suelo la parte 
superior del mástil con un ángulo de 
elevación que mide "a" y el extremo 
inferior con un ángulo de elevación que 
mide “9”. Halle la altura del edificio, si se 
cumple: 5 tana = 6 tanf. 


Alam 
D)20m 


B)15m C)18m 


E)24m 


33. Una persona observa la parte más alta de 
una torre de 12 m, con un ángulo de 
elevación que mide “0”, si avanza 13 m, lo 
observa con un ángulo de elevación que 
mide "20", Halle: 


w=2001(2)-v15 


m 92 os 
0)4 Bs 


34. Un niño que esta descendiendo por una 
colina inclinada, que con respecto al plano 
horizontal forma un ángulo de valor 0", 
observa un objeto en el plano horizontal 
con un ángulo de depresión que mide "$". A 
la mitad del descenso, el valor del ángulo de 
depresión con que se ve el objeto es “a”, 


Halle el valor de: N = (2 cotê cota) tanü 
A)05 DI ois 
0)2 025 


35. Setienendostorresque miden 5O my 40 m, 
laseparación entre ellas es де 60 m, si desde 
un punto entre dichas torres en tierra, se 
observa con ángulos de elevación las partes 
superiores y además la longitud de las 
visuales es del mismo valor, entonces halle 


la distancia del punto a la torre menor. 
A)20m B)225m  C)30m 
D)40m 5425m 


AR RRA 


36. 


m. 


Un ovni en tierra, divisa lo alto de una 
montaña con ángulo de elevación que mide 
“a”, luego asciende en forma de un 
cuadrante de radio R. Cuando está a una 
altura R, observa nuevamente la misma parte 
superior con ángulo de elevación de valor “Ө” 
(9 > a) ya una distancia visual "d". Halle: 
p= d(sen0- соз . tana) 
tana—1 


AR B)2R © 


А E 


Del gráfico, haller la cotangente del ángulo 
ACB, siendo BC = 4AB. 


DE m 2⁄5 
D) 442 


оз 
DEI 


Un hombre de 1,70 m de altura, situado al 
NORTE de un poste de alumbrado público 
observa, que su sombra proyectada mide 
6,8 m, luego de caminar 34 m se encuentra 
al ESTE del poste y su sombra proyectada es 
5,1 m. Halle la altura del poste. 


A10 m 
D)9,1 m 


B02m  OS5m 


Ю97 т 


Un avión cae con un ángulo de inclinación 
de valor “a” debajo de la horizontal, en la 
dirección EO. Hallar el valor de la “tano” 
para que un observador vea al avión hacía 
el NE y luego hacia al NORTE con el mismo 
ángulo de elevación de valor “0” 


A) 2tan0 B) (/2-Dtanó 
Otan ө 
0) (42 +11апе E) Scoto 


Tres reflectores A, B y C al ras del suelo 
(colineales), iluminan un monumento con 
ángulos de elevación de valores o, р y 0 
respectivamente. Sila base del monumento 
forma un ángulo recto con A y C, además el 
segmento que une la base del monumento 
con el reflector B es bisectriz del ángulo 
recto, halle: 
tana + tan 
таар 


А1 LI оу 
D)2 D3 


Desde un punto A se observa a un punto B 
en la dirección N60°O, desde B se observa a 
C enla dirección N75"E y a 10 km. Halle la 
distancia que separa al punto A del punto C, 
siAseubica al S30"O de C. 


A)skm 
D)10/2 km. 


B)5V3 km — C)S/2km 
E) 10 km 


Dos móviles *P" y "Q" parten del mismo 
punto; el primero con dirección NE 2 N y el 
segundo con dirección NO 4 O, si ambos 
avanzan la misma distancia. Diga en que 
dirección se encuentra “P” respecto de "Q". 

A)NEJE 
D)NE]N 


E)EINE — ONINE 


E)NINO 


Desde el centro de una pista circular un 
móvil se desplaza en la dirección EON hasta. 
encontrar la pista, Desde este punto 
observa la parte más nórdica de la pista en 
1a dirección NSO'O. Halle el valorde*0", 


A10" B)20° EN 


Dus. EJ40* 


44. Desde un avión se ve con ángulo de 
depresión de valor “x” un punto en el SUR, 
después de recorrer una trayectoria 


horizontal “4” hacia el ESTE, ve el punto 
anterior con un ángulo de depresión de 
valor "y". Determine la altura a la que se 
encuentra elavión. 


A) фсо?х+соу) 
B) dicoty-cortxy Y? 
C) düanx-coty) 
D) d(any -= tan?x)"? 
E) dcotxsecy 

45. Un avión cae con un ángulo de inclinación 
"a" por debajo de la horizontal, de ESTE а 
OESTE. ¿Cuál debe ser el valor de tan а, 
para que un observador vea el avión 


primero hacía el NE y luego hacia el NORTE 
conel mismo ángulo de elevación 0? 


AXG2-2)ct BOs) 
C) (/2-1) coro 
D) (VE-1) anê ^ E) (V241) coto 


4& Desde dos puntos sobre un plano 
inclinado se observa cuesta arriba la. parte. 
alta de un poste con ángulos de elevación. 
de valores: 30* y 20° respectivamente. Sila 
distancia entre dichos puntos es 100 m. 
Halle la altura del poste (el ángulo de 
inclinación del plano respecto a la 
horizontal mide 10”). 


Dato: cos 80* = 0.17. 


Азат 
D)37m 


в) 35m ©) 36m 


E)38m 


47. El diámetro aparente (ángulo de 
observación del Sol) es aproximadamente 
32. iQué diámetro debe tener una 
moneda para poder tapar exactamente al 
зо, si la distancia del ojo a la moneda es 
de 1,5 m. Dato: tan 16' = 0,00465 


A)1,40cm. 
D)137cm 


B)L39cm С) 138em 


E) 1,36cm 


48. Un asta de bandera que se encuentra en la. 
azotea de un edificio de altura 100m, 
subriende un ángulo de 0,04 rad de valor; 
desde un punto en tierra que dista 200 m de 
la base del edificio. Hallar aproxima- 
damente la longitud del asta. 


(considerar para "x" pequeño => x = tan x) 


A)10,0m 
D)10,3m 


B)10,1m 0) 10,2m 


E) 104m 


4$. Desde lo alto de una antena de altura "Н" 
se ven los extremos de una pista recta 
horizontal con ángulos de depresión de 
valores: “a” y "B".Si las visuales anteriores 
зоп perpendiculares; hallar la longitud de 
la pista. 


AH esca + esc 


в) Hace сер 
OH fec cca 
DH sea + sep E H acta- acp 


50. Un avión desciende con un ángulo de 
inclinación "9" en la dirección NORTE — 
OESTE. Calcule el valor de "sec 0” para 
que un observador en tierra vea al avión 
Primero hacia el NE y luego hacia el 
NORTE con ángulos de elevación 


¡complementarios a “0” 
A6 B) 242 © 
04 БЕЯ 
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JOHANN MÜLLER REGIOMONTANO 


Se puede decir que Regiomontano Campirano fue verdaderamente un 
niño prodigio. Dio muestras desde sus comienzos de un enorme talento 
mostrando а muy temprana edad una habilidad sorprendente para las 
matemáticas. Como muestra de esto, a la edad de once años ya ingresó a la 
Universidad de Leipzig para estudiar dialéctica, permaneció en los estudios 
universitarios desde 1447 hasta 1450. Posteriormente ingresó a la 
Universidad de Viena (1450) y allí conoció al que sería su profesor y amigo 
Feuerbach. 


Entre los años 1471 y 1472 actuó como un impresor en su propía casa 
de Nuremberg. Probablemente fuera el primer impresor de literatura 
cientifica, su primera obra como impresor fue el libro de su ex profesor 
Peurbach sobre la teoría de los movimientos planetarios siendo la siguiente 
impresión en el año 1474 en el que edíta su propio "Kalendarium: y su 
"Ephemerides". Estos libros fueron re-editados muchas veces y cabe destacar 
la influencia que pudieron llegar a tener sobre Cristóbal Colón y Américo 


Vespucio, ya que es muy posible que emplearan las "Ephemerides" para 
medir las longitudes en el Nuevo Mundo" que tendrían que descubrir. UNIVERSIDAD DE VIENA 
Obra 


1а obra escrita de Regiomontano se puede englobar en tratados de matemática, centrados en lo 
que hoy se denomina trigonometria (Se considera un fundador de esta parte de la matemática) y 
tratados sobre astronomía. Entre ellas tenemos: 


1. DeTrisngulis Omnimodis 
Regiomontanus estructuró su obra de una forma muy similar a los elementos de Euclides. De 
triangulis se compone de cinco libros, en el primero da las definiciones básicas: cantidad, ratio, 
igualdad, círculos, arcos, cuerdas, y la función seno. Proporciona algunos axiomas que 
proporcionarán el sustento de los 56 teoremas que enunciará. En el segundo de los libros establece 
la Ley del seno y la emplea en la resolución de algunos problemas con triángulos. Los libros II, IV y 
Vtratan de trigonometría esférica centrando el tema para las posteriores obras de astronomía. 


2, TablasdeSenos 
En su estancia en Hungría, Regiomontanus calcula dos tablas de senos. La primera la realiza en 
1467 y emplea una división sexagesimal de los ángulos, la otra escrita en Buda calcula los senos de 
unángulo empleando una división decimal. 


team CALAPENSHKO 
LIBRO. к: — р MATEMÁTICA 11 d 
INTRODUCCIÓN 
En el capítulo 1 hemos empezado el estudio de la trigonometría definiendo el ángulo de manera 
diferente a los planteado en geometría, reconociendo así la posibilidad de generar ángulos de cualquier 
medida, no obstante en el capítulo 2 abordamos sólo definiciones de la razones trigonométricas 
aplicables sólo a ángulos agudos. 


En el presente capítulo, sobre la base de los conceptos y definiciones establecidas en Geometría. 
Analítica (plano cartesiano, punto en el plano, distancia entre dos puntos, etc.) Definiremos las razones 
trigonométricas de los ángulos en posición estándar. 


"También llamado ángulo en posición canónica o normal, es un ángulo trigonométrico cuyo vértice 
está en el origen de coordenadas rectangulares y su lado inicial coinciden con el semi-eje positivo de 
abscisas. 


Ejemplo: 7 y 
g [7 
t x 
0 


* a»0^acllC * B»0AfenüC 
* 0-0^0ellC 


ÁNGULOS CUADRANTALES 
Son aquellos ángulos trigonométricos que ubicados en posición estándar, su lado final coinciden 
соп algunos de los semi-ejes del plano cartesiano, 


m= 
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РУЖ, 
= la diferencia de las medidas de dos ángulos coterminales es un número entero de vueltas, 
ез decir: 
wd 


ES ато) 
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Definiciones: Las razones trigonométricas de ángulos en posición estándar se definen: 


Calcular las razones trigonométricas del ángulo que mide 0. 


Resolución: Calculamos el radio vector 00: r= 12) + 57 = r= 13 
Asi tenemos: 


y 

rea р s0 

— Т шы E. 
I co. 


Ejemplo: — Del gráfico mostrado, calcule M = csca + seca 


—— 


рев: mas Ê un 
Б 


Igualando (1) y (2): 
n-i -3 


HA > m=16 => n=-4 
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Reemplazando en el punto A: (57-5) 
Lo pedido: M = ска + seca -( 
s Me 


(C: cuadrante) 
Ejemplo: + 120'elIC = sen 12090 * 240e IC = cos 240°< 0 
* 315% IVC = tan 315*<0 = 60% IVC => cos (-60°)> 0 


Ejemplo: — ¿A qué cuadrante pertenece a, si sena /tana «0 ? 


Resolución: Se observa que: 
- Î sena <0 > au e ШСУТУ 
- апа >0 = а есуш 
+0 e mc 


Las razones trigonométricas de los ángulos cuadrantales se obtienen, así: 
Ejemplo: Hallar las razones trigonométricas del ángulo de 90°. 
Resolución: Ubicamos un punto P del lado final del ángulo de 90* en posición normal. 
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También: 
o 90° 1807 270° 360 G on on 1) 
ho : sen cos tan cot sec сс 


х 
Н 


195 ‘kez 
* Î = 1, n: no definido 


Determine el cuadrante o los cuadrantes al 
cual pertenece al valor del ángulo a en cada 
a) зепа>0лсоза <0 

b) запа >Олзеса cO 

© senacota>0 

d) cosacsca<O 

€) tana Viena» 0 

f). cosa + seca » 0 

£) tana+cota<0 

h) sena|cosa| 0 


Coloque el signo de relación (> ; <: =) | 
correspondiente en cada cuadro: 


a) sengor [ `] cos90° 


© anzao [C] senor 
0 coize[ ] хаво" 
D costas] cos180° 
3) senso [ ] cos270" 


Indique verdadero (V) o falso (F): 
УЗ 


——— 

( )Sisema-j ra eC = cosy 
E 
5 


12 
sicoa- лє ШСэтзп=5 
cx 13 y 12 


vsu бшсе 


Resolución: — Se observa que 8e iC: 


Del dato: тал2ө-18 э ہت‎ 
9 3 
: atat 
Luego: == 4 
es 


a 154 A ea А 


Enelgráfico: (зш 


EROR 


wo 


LO sk 010 = (cost 


La Respuesta es: (0); (95 00 


аге 155 umts nocere 


A todo el püblico en general: 


El Proyecto Modo Scan+100 2.0, nace de una idea del 
Team Calapenshko, 

el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente, este libro 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analíticamente, así que te invito a leerlo. 


No pagues por este libro de circulación gratuita, 
büscalo en la red. 


Atentamente, el GRUPO CALAPENSHKO 


28 de agosto del 2020 


dle 


Resolución: Por dato: 
* a, By y son ángulos cuadrantales positivos y menores que una vuelta, 
* sen a1 [- cosp-1«coty 
Entonces: sena—120 —» sena21 pero: -1Ssena<1 
de ambas relacionessen a «1 — a=90° 
Luego: —cosB-120 — cosfis-1 pero: -15cosP<1 
de ambas relaciones cosp=-1 — B=180° 
Además: coty- Jsena-1 — cotr-Vi-1 > coty=0 -› 1-90 270° 
Máximo valor de: а+р+ү=90°+180°+270° 
as Bee S40 c » 3a rad. 


AA) а саат mcm 


Resolución: De la condición: (сб 9-4 
Podemos dar la forma siguiente en el segundo miembro ; 
(seco) (a 
eco) *** = (-2y 9 — seca - -2 
15650 0eMC 


Como 
Luego: aat 

š ilte ah 
Sabemos: 


Pots 
0-10 +у? = у?=з = у= 43 
Lo pedido: sen 
Ed 


2 0-72 


ZEHUBENISUUCZIUIDSIGIEEI) NOLS TE TEES 
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TIBRO armancan d 


PROBLEMAS “ Siendo: 


1,1 
Зое E; posue 
Calcule: 
ЗЕ 
Resolución: | Del dato; multiplicando por (3) а ambos miembros: 
E. 3. 3 
$2074 *28 ^70 130 
Cancelando E, 3417 1 pA Ll 
5 "4*4 7*7 1010 15 
12 1 
— 
5 M 13 
1212 
ung. 13 
b HŠ 4| -cos 
Como senp>0 ^ owoce 
> $ enc 
сїз) 
3e 
Luego: зеп 5r 
> + 13 г 
Aplicando 
Como me 
la podido K -2sen$  3cos 


Resolución: i) Deldato: — |senü|--senü-senóc0 0 


1002200023 
tan^0«2tn0-340 


Factorizando; (tan0+3)(tan0-1)=0 єз tan û + 3 =0 ^ tan0-1=0 
e»unó--3 Atun0=1 


oxusuedeje»juio2 193g 


Como: Фес > wno=-3 
‹ = 
ETS 
۰ туг > م‎ 0 


Lo pedido: W=/Bseco-VZuno > w= 610). 


mE 
AAA) 
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PROBLEMA 10 Еп la figura mostrada las coordenadas del punto P son (a,b) Calcular el valor de: 
Jea-buna 


Farb) 
Resolución: — Del gráfico: Desde "P" girando en sentido antihorario hasta hallar las 
coordenadas de “A 
Abia) j 
Ps) = 
ana => =2 


ТА 


PROBLEMA 11 Si:x y.z: son coterminales. 
Calcular: E= cosx + cosy + cosz 


si ademas: sen 


Resolución: 51 зоп ángulos coterminales entonces se cumple la siguiente propiedad: 
ТО) = RT(y) = КТО) 


Del dato: 
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: go ?0+3Ь+а-10а-9Ь-з 
3262-21 аб 


Resolviendo (1) ^ (2): 
а=-15 ^ b=17 


Piden: R-2atanp + Зор 


Reemplazando:  Re2CS(27 залу 
> R=-11 


Resolución: Сото: — C(b)elixeys4-0 
= a+b+4=0 >b=-a-4 ......(1) 


Entonces las coordenadas de C (а;-а-4) 
Del gráfico; se observa que el A ABC es Мов: TEBE 
Aplicando distancia entre dos puntos. 


E = a+ 3F «(Ca 4-73 


Elevando al cuadrado ambos miembros y operando: 
а? -2а+1+а® +14а +49=а® +ба +9 а? + 22а +121 


16a=-80 

a--5 
En(D: bel 
Luego: €c5;n- tanos ž 
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PROBLEMA 14 Del gráfico; M es punto medio de AB, determine el valor de: 


Resolución: — Separando el Б ABO; aplicando resolución de triángulo rectángulo 


Sea: mZAOB = a ^ MN = a 
A 


atas 


Se observa que las coordenadas de B y M son: 
+ B(-2acota; 2a) 


2а 
P= ата 
tanê = -tana 
а) 
сор = -cota 
* M(-(atana +Zacota); a) 
coté- — 
cote=—tana-2cota .......(2) 
Remplazando: — p 0a -20ta -(-tana) 


2а 


Resolución: Del dato: талб-1з00= 2= 


reden +CIF = г=упї+1 


230* - (-130*)-360* 
590° - (-130*)-720* 


Luego; ж sen230*-sen(-130*) => E ur a 
ra 


di iT Е coe i 
ыр 


Reemplazando (1) y (2) en “P”: 
s) i) 


Kel- [Er ЭИ 
Pata 


K=1- 2 
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ZIBHO. Y MATEMÁTICAS! А 


Luego: Lo pedido: 


PROBLEMA 17 Si: 220890,1) _ gant 2308 4 enc. 
Calcule; E=/5seng 


Del dato; por leyes de exponentes 
giam y uns gun 


ns 
Haciendo en cambio de variable: a = 292%; b = 399 


Luego reemplazando: 4a? -a.b-18b*« 


Aplicando aspa simple: 


habra dos soluciones; 
(4a-9b)(a+ 2b) =0 | 
| pero cumple para: 


AS 


Recordar: 


Si las bases son iguales los exponentes también: 
entonces. tan$--2 ; $e HC | 


== 
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Resolución: — Tomando los puntos A y B sobre ûf en el IC A ШС 
Аеш: six=1 > y=3 = Ad) 
Bel: six=-1=> y=-3 = M-1,-3) 

Hallando r: 


El punto de intersección entre las rectas se obtiene al resolver el sistema: 
у=20-х (0) 
у=3х+24 


Q2: 20-х=3х+24 = 

кай): >= 

El punto de inersección es: — 
L9C1520 = беу) 
А: 


PES; -15) 
* a y O ángulos coterminales: 


= n= 0م‎ 715. 
masang- Y= 


Además: а-0=360° 


Recordar: Ecuación de la recta que pasa рог 
ses: |, 


Resolución: i 
La media aritmética MA de los números 
jr Xar xg ек. 

AA+, 
х П 


Ра 
ty 


Si: 0^ 230° son coterminales. 
= 9-230"= 36091; neZ 
ө=360°п +230° .....(1) 


Por condición: ^ @<(0";10000°) 


Así usando (0: 0*«360n.230*« 10000" 


230" -n< 10000-2309 
360 > 


> <n< 


-0,63<m<27,14 
Observación: n=0,pues0=230" 
Luego: э={1,2,3,..,27} 


ыштышт ao 


Resolución: Брак» чына tao ny ado ie. Haciendo 


team САГАРЕМЅНКО 
2 ETT 


Dela figura si: O'N=a = NT 
mZNO'M-B 


y 60) 


Del Bs o ма; se observa que 


Del Es yo; se observa que: ОТ = rj (Por 2 notables 30° y 60°) 


Lo pedido J= uny -secy 
Del gráfico. тапу= Ê a 
z туз 


secy = зес(180° « р) = -secf 


Del Bs омы sec e| 2 | ro] 
2 
Reemplazando (1) y (2) en 7: 


27-2 


PROBLEMA 25 Sienfigura,A B C D esuncuadrado, m £ B OC 90° 
J = Gena- senê)" 
Exprese "en términos дей. 


УС también A y C; completando con triángulos rectángulos. 


Sea "LVZ" el lado del cuadrado 


I— t eost mH 


Del gráfico las coordenadas de: 
A: (-L(2cos0— зеп) ; - L(2sen0 + cos0)) 

m MES 

аг 225—10-с050 


0:(-Цсог0 - 2sen0) ; - L(2cos0 + sen0)) 

-L(2cos0 + seno) 
1. 

ECTS] 


senos 


Reemplazando (1) ^ (2) en "J": 
i (me «зө, Земне)? 


IENE EE ВЕЕ 
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5 Reducir la expresión: 
M= (8+0)? . cos360"+(a—bJ” . sen270* 
a -sen180" + ab. веп270° +. sen360° 


A-4 E 91 
D2 E4 


& Sia y f son los valores de los ángulos 


[9 
n-2 Bo 92 
p Bt EN m2 ©з 
2 Si el punto PCS; b) pertenece al lado p 38 
final de un ángulo de valor "y" en posición 
canónica, del IVC y de radio vectoriguala 6. ° 7. Se tienen dos ángulos coterminales cuya 
Hallar: Suma es 1 000°. El mayor de ellos está entre 
(VT eS) Gen y + cosy) 700° y 900°. Hallar el valor del menor 
ángulo. 
DE 
3 aar — Bio со 
D150 юмо 


& Dadalaexpresión: 
3 Беа el punto (-3; 4) que pertenece al 


+ seno. os <0 
lado final de un ángulo en posición TT 
estándar de valor “Ө”, Pier ا‎ 
Hallarel valor de "М". 
M 
exec k Ac) DO OMY 
uo D)()áC)  ENosepuedeafirmar 
A-2 в-а 9-6 
D)-8 E)-10 9. Del grafico mostrado, si sec = —/10 
Hallar: [a] 
4 Siz0 e IICysecumple: 
anê - GfeoroY"* ; calcular A05 
M=secð tang. Er 
915 
as 2-5 оз D2 ра-1;4а-1 
mes 92 E)2,5 
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10. Siel triángulo АВС es equilátero, hallar 


aproximadamente “esa” 
E 
в с 
A x 
$135: — S166 ozm 
р) 2333 E) 2,666 


11, Del gráfico mostrado, hallar “sec csci" 
siendo AOB un triángulo isósceles 


A) 1,333 
0) 2,666 


B) 2,166 


03335 
E) 3,166 


12. Hallar el cuadrante al cual pertenece el 
ángulo cuyo valor es “0”, si se cumple: 
see = Kx ^ окё=-х-у 


AIC Buc 
D) VC 


o me 
EBóC 


fi. Stun ángulo positivo mide “0* y es menor 
que una vuelta cumple: 


[seno] + sen = 0 .. 

[cost] - cos 0 = 
Indicar el signo де: 

A= tanê + ссд 


cmt) 


C= e20 


A+; 
D) + 


B)+j+i— 


E 


U TRIGONOMETRÍA 


14. Sisecumple: 
sena —1 + eos 
Además: 0 <a < B <0<360° 


15. Si ABCD cuadrado de lado 4 u, la distancia 
de"O" hacia A: S u. Hallar: 
M = cotê - cotê 


A5 ms O-6 
0)-7 E7 


z 
16 Su 3 <0<x;y: 


Punto _ (вуз رو )2ے‎ 2 
Evaluar: 


sec + ese 
A-5 PES оу 

5 Ed 
DS Di 


17. Se tiene dos ángulos coterminales, 
el valor del mayor es al valor del menor, 
como 5 es a 2, además, su diferencia es 
mayor a 1700" pero menor que 2000". 
Hallar el valor del menor coterminal. 


A) 820° 
D) 1440" 


B) 1100" ©) 1200" 


E) 2000* 


ARERR 177 panora sera ceran 


18. Sia e ШС ^ = HC; además: 
тапа + сор + 13 = 2(2tana — 3cotB) 
Hallar el valor de: 
E= S seca + JIO cse. 


лз DE 97 
D)o Bu 


19. Del gráfico mostrado, hallar: 
L= tana + VŽ. aca 
Si AB = ВС. 


Аў-15/4 — B)-9/4 09 
D) 15/4 Bo 


23. De acuerdo al grafico, hallar: 
L = Ssen0 + соё 


А-2 DEI Qo 
0)1 52 


20. Si el punto "I" es el incentro del triángulo 
rectángulo ABO (recto en B) y pertenece 
al lado fil de un ángulo de valor “б” en 
posición estándar. Hallar: “cotê” 

Datos: А(-13; 0); O(0; 0); B e MIC; c = S 


А2 вуз ©з 
DE E6 


21. Si Ө еэ R rad yes un ángulo cuadrantal, 
determine el valor de: 


М = cosó + senê + tanê 


Sabiendo que: 
fes, E 
e AR Y 

Na DH 92 


D)-2 Bo 


team CALAPENSHKO - 


5 


zm. 


Indicar (V) ó (F) а cada proposición: 

C) Si un ángulo pertenece al tercer 
cuadrante, entonces necesariamente 
el valor este ángulo es mayor a 1807 
pero menor a 270°. 

( ) Los ángulos que miden 880" y 160° son 
cofinales, 

( ) Los ángulos que miden 900" y - 630* 
son cuadrantales. 

AY B)VEV 

DEW 


ОУ 
E)FFV 


Del gráfico, hallar: send + созд. 
(AB: diámetro) 


Indicar lo correcto: (n e Z): 
A) "a" es el valor de un ángulo cuadrantal 
205 
в) si: e Jane nei з 
= tana>0 
C) Si: cosas 0 


EE 


D) Si: 


e ]e 5e 


= sena > cosa 


p ÓN rxGOYOMETRIA 


28. Del grafico mostrado, hallar el valor 


“cot а”: punto de tangencia. 


y 
$ 
Ce D ea lA 
075 505 © 0,25 
D) 0,375 E) 0,125 
Siendo ABCD un paralelogramo, hallar: 
Mtana + tanp” 


р 
B(0;-3) 
(12:8) 


A127 — Bn/4 


D) 9/4 


17/13 
E) 7/6 


De la figura, hallar el valor de “tan0" 
Datos: A; 2); BC 3; 5) 


A02 8)-04 9-06 
D) -08 DEI 


Si el punto “Q” pertenece la lado final de 
un ángulo de valor “¢” en posición normal, 
del ПС (90° < ¢ < 180) que tiene por 
abscisa y radio vector 2-15 y 17 
Hallar: А T 

K= tan; 17 sen 


№2 Da оо 
D1 52 


32. Siendo “M” punto medio del segmento AB, 
hallar: “coto” 


A-5 9-7 
D)-8 Е)-9 


35 Si ay pson los valores de ángulos positivos 
en posición normales y menores que una 
vuelta, además, pertenecen a diferentes. 
cuadrantes, En que cuadrante se encuentra. 
dichos ángulos si cumplen: 

up 
tana < 0 < ер ~ 
sena cosp < 0. 


A a e MC y p e Ic 
B)ae nc y pelo 
C)aelc y B e IC 
D) a e IVC y f e MC 
E) a e IVC y Pe IC 


34 Un ángulo que mide “ $" cumple: 
seno. |cose| . алф «0 
¿Luego dicho ángulo puede valer? 


A) 100* B)170* ©) 250 
D) 290° E) 330* 


35. Si un ángulo que mide "o" en posición 


normal 
(seno + созы) Jsecocsco < 0 
Indicar el signo de: 
P = tano + cons 
Q = sento созо + coso sento, 
R=1 + seno - coso 
Abtit;* B 
D)-;-;+ 


о; 
B 


3. 


Se tienen dos ángulos cuadrantales A y B 
diferentes, positivos y menores de una 
vuelta que cumple: 


cosA + sen?B = 
Hallar; 
N= nA +cos2B 
со(В-А) 
Indicar una solución: 
A-1 B)1 [T] 
0-2 E) 1/2 


De la figura mostrada, hallar el valor de 
"coti? detal manera que la longitud: 
L AB + BC, sea minima, 


A)-05 
D)-2 


в)-1 0-1,5 


E)-2,5 


De la figura, calcular "coté", siendo “G” el 
baricentro del triángulo ABC. 
A; о) , B(-b*; 0) 


y, 
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39. Hallar la suma de los ángulos 
cuadrantales y a la vez coterminales en 
90°, que estén comprendidos entre 400" y 
1200", 


A) 1360" 
D) 2880" 


В) 1950" С) 24307 


E3210 


40. Enlasiguiente figura los ados finales de los 
ángulos cuyos valores son: Ө y pasan рог 
el punto más alto y más bajo de la 
circunferencia respectivamente. Si and + 
тапф = -6y el radio vector del centro es 10. 
Hallar la suma de coordenadas del centro, 


5; 
Срат, 
7; х 

AJ-2V10 в)2/0 o io 
D) -3V10 E) 3/10 


41. Si en la figura desde "P" se divisa a AB bajo. 


"un ángulo máximo (P e 1) 
Hallar el valor de “corê” 


BC3;6)* 


ТЕІСОЛОМЕТІ 


42 A partir del gráfico mostrado, halle el valor. 
de: tanê + cota (T punto de tangencia) 


z 
05 
D)2 DE 


9, y 0, son los valores de 
ángulos cuadrantales, diferentes, positivos y 
menores que una vuelta. Si el coterminal del 
ángulo que mide 0,, pertenece al intervalo 
entre-1380" y 1320" yel ángulo de valor 
«з coterminal con el ángulo que mide — 0. 
Hallarelvalorde: 


meet] 


№1 D 92 
D юа 


44. SiLesla directriz de la parábola, con foco F 
y vértice V Calcular: 
M -tana.. (escó cotê) 


| CALAPENSHKO. 


ШЕШУ MATEMATICA 11 И 


Los puntos de intersección de: x? + yê = 4 4& Del grafico, hallar: "tana" 
con la de [xy] = 1, pertenecen a los lados T: punto de tangencia 
finales de los ángulos en posición canónica. 

араар donde. ao 

0<a, a, <a <. <20 Ba 
Hallarelvalorde: n 
sena, 2sena, , dena, | sena, ma 
coa," cor, "cosa, "омар 2-2 

4 En la figura mostrada, ABCD es un 

лю Do a 
CH 4 EE rectángulo de lado AB = a y BC = b. 


Si el punto "C" que pertenece a la 
semicircunferencia AOB, tiene ordenada 
máxima, hallar, 2tanj — tana. 


0)4 5s 
50. la figura muestra un ángulo de valor 
“0” en posición estándar en el sistema x y 
Si el área de la región del triángulo Se ON OA y OB вс. a 
жайда оя Hallar: el valor de “tan 0” en términos de "a" 
Y 


А) Века тека B) Žesca+ cot2a 


E 
3 
2, 
3 z5 © eed cota 
2 


—— 


ILLE EDÎ 182 ert 


Una de las contribuciones más importantes de la India al desarrollo de 
la matemáticas es la introducción de la función seno en reemplazo de las 
tablas de cuerdas griegas; las tablas más antiguas de Ia función seno que han 
llegado hasta nosotros son las que figuran en los Siddhantas y en el 
Aryabhatiya (Equivalentes matemáticos hindúes a los religiosos Vedas), 
donde se dan los senos de los ángulos menores o iguales que 90* para 24 
intervalos angulares iguales a 3,75° cada uno. 


Para el seno de 3,75" se toma exactamente el número de unidades que 
contiene el arco, es decir 225; traducido al lenguaje: moderno, el seno de un 
ángulo pequeño es casi igual a la medida del ángulo en radianes, que es 
Justamente lo que hacían los hindúes. Para las entradas restantes de la tabla 
de senos utilizaban una forma de recursión que se expresa de la manera 
siguientes 


VERSIÓN INGLESA. 
MODERNA DEL 
La es ta SURYA SIDDHANTA 


Donde R, esla suma de losn primeros senos; los valores obtenidos al reemplazar n desde 1 hasta 24 
son los mismos que aparecen en los Siddhantas y en el Aryabhatiya. Estas tablas además incluyen los 
valores del seno verso y coseno verso. Además, si se divide los números que figuran en la tabla por el 
máximo valor (sen 90° = 3438), se encuentra resultados que se aproximan mucho a los valores 
correspondientes las tablas trigonométricas modernas. 


La trigonometría hindú fue evidentemente una herramienta para la astronomía tan útil como 
precisa. El cómo llegaron los hindúes a resultados tales como la forma de recursión para los senos que 
acabamos de mencionar, es desconocido, pero sí se ha sugerido que tales reglas pudieron venir 
motivadas por un desarrollo intuitivo o empírico del cálculo con ecuaciones en diferencia y de la 
práctica de la interpolación; de hecho se suele caracterizar frecuentemente a la matemática hindú сото 
“intuitiva”, para ponerla en contraste con el severo racionalismo griego. A pesar de que es evidente la 
influencia griega en la trigonometria hind, estos no aprovecharon el potencial de dicha influencia en el 
estudio de las demás ramas de la matemática; e incluso las secciones cónicas parecen haber sido 
ignoradas porloshindúes, lo mismo que los chinos. 


team CALAPENSHKO Е 
LRG = атемлтісл п dl 
INTRODUCCIÓN 


Hasta el desarrollo del capítulo anterior para ángulos relacionando directamente los elementos 
deltriángulo en un primer momento y luego las coordenadas de un punto del lado final para un ángulo 
en posición normal, es decir se ha establecido una relación directa para un ángulo, su razón 
trigonométricay el valor de ésta. 

Esto sugiere que para hallar el valor de la razón trigonométrica de varios ángulos se deberán 
graficar tantos triángulos a ubicar ángulos en posición normal en el plano, lo cual resultara tedioso Para 
solucionar este problema se ha buscado establecer equivalencias entre expresiones, aprovechando la 
descomposición en sumandos (pueden ser también diferencias) de sus correspondientes argumentos 
(ángulos). 

Ejemplos: 


sen 120* = sen(60" + 607) 
sen 120" = sen(90* + 307) 
соз300° = cos(360"- 607) 
os 300° = cos(150* + 1507) 


Como podemos observar, el ángulo puede ser descompuesto de múltiples maneras, Lógicamente 
tomaremos aquel que nos convenga según nuestras necesidades o conveniencias. 

En el presente capítulo, aprovecharemos las ventajas que se tiene al tomar un cuadrantal y un 
ángulo agudo asociado con él. Para observar una recurrencia, partiremos de ejemplos gráficos y luego 
plantearemos una regla general para reducir al primer cuadrante. 


Reducir al primer cuadrante, implica encontrar el equivalente de una razón con un ángulo dado 
еп términos de un ángulo del primer cuadrante. Para encontrar dicho equivalente descompondremos 
los ángulos en términos de los ángulos cuadrantales (90”, 180°, 270", ..). Veamos algunos ejemplos a 
continuación: 


Halle el equivalente del valor de un ángulo, en el primer cuadrante en cada caso: 
A) sen 200* 
Resolución: 
En la figura tomando como referencia el 
punto P(a; b), ubicamos su simetría con 
respecto al origen P'(-a; -b). 
9 emn ema 220 


aor 
Entonces de (i) y (ii) se concluye: 


:.sen(180* + 20”) = — sen20* 


B) cos122* 
Resolución: 
Enla figura tomando como referencia el punto 
), Ubicamos su transpuesta Q (b; =a), tal 


que: 
Ü cosi22%=cos(90"+ 32) == 


i sensa 22 


Entonces de (i) y Gi) se concluye: 
з cos(90* +327) = -sen32* 


€) tanC-110); cos(-1109 


Resolución: 
En la figura tomando como referencia el punto. 
)) ubicamos su simétrico con respecto al 
Фе “X”. R' (a; = b), tal que: 


Bu 2 =: 
D unC110)-2 ; cos (=1109= 2: 
ii) tan (1107) 
Entonces de (1) y (i) se concluye: 


¡cos 110%= 2 
т 


5 tan (1107 = = can110 ; 
сов (1107 = cos 110* 


Como podemos observar, para hallar el equivalente de una razón en términos de otra con ángulos 
del primer cuadrante es una tarea no muy complicada, pero si un poco mecánica. Para abreviar el 
procedimiento usaremos un conjunto de reglas, las cuales indicamos a continuación: 


| 0ESERVACIÓN: 


El signo (+) ó (-) que se elige en el segundo miembro depende del cuadrante asumido por el 
ángulo de reducir y la razón trigonométrica. 


Ejemplos: + зеп (90°+0)= + cos 
E ا1‎ pues el seno en el IC es positivo 


Y DHSERVACICN чт 
Si para un ángulo eliminamos el número de vueltas que contiene, el valor de dicha razón по 
varía. 


Ejemplos: = зеп (360'+ 0) = sen 


+ Cos (10807 + 0) = cos (360* = 3 + 0) = cos 


. tan 750 = tan 6072 + 309 = tan 30° =Ë 
° sen (408-0) = sec (-0) = sect 
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FONDO EDITORIAL КОРО: 
Ejemplos: * sen(-309 
* cos(-45) 


+ tan(-120*) = — tan 120° 


Aplicando CASO I: 


Pues tangente. 


еласа 
negativo 
тап(-1207) = УЗ 
Ejemplo: Reducir: M = cse (9 180°) 


Resolución: M = esc[- (180° - 0)] 
M = esc (1809 - 0) 


M=- [+ esc 0] 
Pues cosecante. 
L— enel iC es 
positivo 


АМ = -—с0 


EJERCICIOS DE APLICACIÓN: 


Coloque (V)o ) segin sea verdadero falso. 


C) sen(z+x)=-senx 
С) cos (2n=x) = cosx 

С ) tan(180* +x) =—tanx 
( ) sec(90*- x) = вех 


( ) cot(2x-x) = сох 


O (а) 


secx 


Coloque (V)o (F) segn sea verdaderoofalso. 


(C) sen110* = -sen 70° 
(0 c0$230* = cos SO* 
С ) tan3402 = tan 200 
С) eot320* = cot 40^ 
( ) sec210? = -csc80° 
( ) 6sc3009 — — sec 30? 
Calcule: 


а) зеп120° .. 


b) cos135°= . 


© tan150°= 


d) зес240°= 


€) cot30g 


DES = 


twitter.com/calapenshko 


4 Coloque (V)o (F) según seavendaderoofalso. 
C) sen(-20°)= -sen20° 


( ) cos(-100*)=-cos800 
C) tan(-70°)= tano? 
€) cor(-30*)=/3 


€) sec(-60%)=2 


6. Reduzca al primer cuadrante sabiendo 


quexesel valor de un ángulo agudo. 
a) зеп (24я +) = .. 
b) cos3752-3) = 


© пап (4405 x) = 


d) со (5695 +) = 


Ө) sec (9002-1) 


D се(1443я +) = ...... 


team CALAPENSHKO. 


Resolución: — Aplicando el CASO 1, tenemos: 
sen 140" = sen (90° + 50") = cos 50° 
cos 200" = cos ( 180° + 20") == cos 20° 
tan 300" = tan (2707 307) = - cot 30° = — V5 
cos 130" = cos (180°—50°) = — cos 50° 
sen 1107 = sen (90° + 20) = cos 20" 


Reemplazando en Ps 


pa (60550 .(-cos20) .C/3) 
(908507. (cos20) — 


Resolución: DATO: A +B = 907 
å —A-90-5 


Reemplazando en E: 


E = *en(90° + B) . tan(180" + B) 
'eos(180* —B) . an(360* — B) 


A todo el püblico en general: 
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analíticamente, así que te invito a leerlo. 
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dle 


Resolución: A +B +C = 180° 


=B+C=180'-A 
=A+C=180"- 


Usando (1) y (2) en la condición, tenemos: 
sen A + sen B = sen(180"- A) + cos(180*- В) 


Propiedad: 


Resolución: Usando la definición: 


E = (1 — cos 20°) + (1 cos 40°) + (1 — cos 60) +... 
—— + (1 — cos 160°) + (1 — cos 180°) 


E = 9 — cos 20° — cos 40°— cos 60” = .... — cos 160°— cos180* 
zi 


E = 10- (cos 20° + cos 40° + cos 60° + cos 80" + 
+ сов 100° + cos 120° + cos 140° + cos 160°) 


AAA 
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Usando la propiedad anterior: 


cos 160° = — cos 20" 


Remplazando en E: 


10.- (cos20* + cos40* + cos60° + cos80° — 
—cos80* — с0560° — cos40” — cos20*) 


E=10 


PROBLEMAS Slendo*0” el valor de un ángulo mayor a 270" pero menor a 360", indique su. 
valor si se cumple: 
cos 0 = sen 20" 


Resolución: Según dato: 270°< 0 < 360° 


Sea: 0-270 + a ; a: Ángulo agudo 


Usándolo en la condición: 


соз (270° + а) = sen 20 


Reduciendo al IC: 


PROBLEMA 6 Calcule 


En 


09": m<>180'; C17; 282360 
Aplicando el CASO I, tenemos: 

sen (r+) sex cos (+x) =-senx ; tan xn tam 
cos (зх) еа: sen (ro meme tan [o] =- cox 


Reemplazando en M: 


Cum 
Ed. 0] 


M-22 S M= чарх; usar x = 28 
ES Ws 3 


Como АВ // CD, entonces los 


PROBLEMAS  Reduzcala expresión: 
co(31a-x) , coqx-83«) , єзсї3л-ху 


Resolución: — Dando forma a cada expresión para eliminar el “número de vueltas” 
(nx; n є Z) aplicando el CASO II: 


enQue-x) mek oo a mento) ect 
EEE) 


ох 


сов(х-83л) =cos(-84% +л+х) =cos(x+x) =-совх 


Í: 
$ 


OS 
csc (137 -х) =сзс(12л+л-х) -csc(n-x) =сзсх 


ун) t) 


сех 


Reemplazando en E: 
MESES 
Ceo) (сов) `{-сзсх)у 


=i-1-1 


PROBLEMA 9 ` Del gráfico si: tana = 2/3 
Calcule: sec 0. se 0 


b 
> 


Resolución: — Usando тапа enel gráfico: 


Del gráfico: a-0-270 — a=270 +6 » ' 
Luego: sena = sen (270° + 0) = cos 


Usando dato: sena = 4 


3) 


Calculando cada término: 


E 
° sen(-120*) = —sen120* = -sen(180* - 607) = (+ sen60°) =P 
жатт. Ыы 


-— Mà 
T 


* зес300° = sec(360* - 60*) = +5ec60*=2 


e tan(-135*) = —tan135* = — tan(180* – 45°) = -(-tan45*) = 1 
dE а 1 


° 006-2257) = sec225* = sec(180* + 45°) = -зес45° = - 2 
med 


° sec(-315°) = sec315° =3ес(360°-457) = +sec45*= VÈ © 000 а 
TO — 


E (145) аа r 
2 
Aw e De A 
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+ t2n230* = tan(270* —40*) =+cot40" 


med 


= cot220"=cor(180"+40") =+сої40° 
me 


+ sec4 LO" = sec(360* +50") = зес50° = csc40* 


° ес320°=сзс(360°-40°) = -cse40" 


Resolución: — Reduciendo aplicando CASO Ill: 


° sen(x 180") = - sen(180* - x) = -(«senx) = -senx 
ең 

M tan(x- 540) =—tan(540*—x) = -tan(360* « 180* -x) 

= -tan(180* -x) = -C-tanx) = tanx 

SE 

° cos(x-2709 = cos(270*-x) =-senx 
Ar 

+ cot(x-90°) --co(90*-x) =— tanx 


m- sendan 


кам: 
Єзеп чап x) 


м=-1 


КО UI DEURIEES SN 


зеп(405° +0) = sen(360" + 45° + Ө) = sen(45* + 0) 
tan(230" + 6) = гап(180° + 50° + 0) = tan(50* + 0) 
зеп(392) + 0) = sen(360* + 32° + 0) = sen(32* +0) 


cot(400°— 0) = cot(360* + 40° 0) = cor(40* - 0) = tan(S0* 0) 
соз(778° - 0) = cos(720* + 58° — 0) = соз(58° - Ө) = sen(32* + 0) 
sen(495* - 0) = sen(360* +135*— 0) = sen(135* =0) = sen(45° + 0) 


ReemplazandoenE: 


в 301085740). tan(SO* +0). sen(32* + 0) 
tan(50* + 0) .sen(32* + Ө). sen(45* + 0) 


X-1 4M V 


Resolución: * 


(6052 650° = cos(7 x 360* + 130*) = cos130* 


зепб 350° = sen(17 x 360" + 230°) = sen230* 
= sen(180* + 50°) = —sen50° 
sen6 350° --senSO* .....(2) 


Usando la identidad: 


sen^ SO* «cos? 50* =1 


зеп50° = V1- cos'so* 


Mer): senso* = i m? 


sen6350* - i m? 


A E 


Operando en la forma particular en cada caso la sumatoria y reduciendo 
alic: 


Ee) = snr seen snnm E) 


= cosx = senx — cosx + senx + созк. 
z - + 


EYE ее ене, ы) 


=-зепх - COSK + senx + созх —senx 


созх =-зепх = tanx=-1 


Piden: река) 


М tans eran (38x) e anta) а(х) лаке) 
W шах-сшх+ nx -eotx ean 
W = 3tanx - 2cotx- 


Reemplazando: 


tanx=-1 A cotx=-1 
En: w-x-D-x-0 


2 We=-1 


E A 138 es ED E E 


Resolución: Haciendo los trazos respectivos para formar triángulos rectángulos: 


*  OMLDC=DM=MC 
+ DelpuntoT.L OM, seobserva que: TH 


Qm/calapenshko 
в 


Del gráfico por el Teorema de Pitágoras en el омс: 
EIE 


Entonces: он- Sa 
Seobserva:  y=0+90* — coty--tanü 
Dell mo: soy (555) 


Reemplazando y operando en lo pedido se obtiene: 


A todo el püblico en general: 


El Proyecto Modo Scan+100 2.0, nace de una idea del 
Team Calapenshko, 

el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente, este libro 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analíticamente, así que te invito a leerlo. 


No pagues por este libro de circulación gratuita, 
büscalo en la red. 


Atentamente, el GRUPO CALAPENSHKO 


28 de agosto del 2020 
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PROBLEMA 18 — Delgrificocalcul 


ES 
р) 


Resolución: — Haciendo trazos auxiliares para luego formar triángulos rectángulos. (Hallando. 
el valor de los lados) 


sea ато, 
* Delos: 1+3c050=45en0 
4sen0-3c0s0=1 222) 
. 3sen0 & 4cosb = 246 .....(2) 
Multiplicando a: (2)xsenê — 3sen 6 « 4senGcosa = (з) 
(1)xc0s8 — 4зепӨсозӨ — 3cos? 6 = cos (4) 
-w 3sen" 0+ 3000 = 2/6sen0 - cos 
Usando Id Pitagórica 2/6sen0- cos в 


Pero -B=0+180°— senf = зеле 


cosf=-cos0 
EN 


У шс онгун А 


Reemplazandoen(S): 3=2убзепр+созр 
2+1=2N6 sen + cos? 


Operando: 1-cosp=-20 sen) 


Del gráfico se nota que: 
* b-a-zmd 40) 


* Además los ángulos (x+ b) y a son coterminales y se cumple que: 


Entonces reemplazando en “К”: 
NE senbesenb -3senž و‎ 


Refs O т. 
Hsen r ма а(н) аон 8) - 
А 
нон) две 
t = sen2* s sen 1% + sen 5 sen 25 gen AT + ‚ёк 
Reduciendo: H ar tC. Dm Elm wen ten 
z. х) еп sen 
айык (а) аз t 


De la condición tenemos: K(-cos0)(-sen0)= = 


зеп cost = де 22-0) 


“йез 


Se pide: M = seno + coo + 2 sen cos 


Menta: was) 


Resolución: En el gráfico, introducimos el ángulo auxiliar de valor “a”, sabemos que: a+0=180° 
En el D gy calculamos BH; así: 


BH = 2-2 = йз «345 


Por propiedad; si а + 0 = 180° 
= tan0=-tana 


КЕТ. 


Sus 


tear ALAPENSHKO. 


PROBLEMA 23 


Resolución: 


PROBLEMA 24 


Resolución: 


m eere] ir] ee] 


Para cada caso se observa: 


* sen [ 99: 
2ا‎ 


+0) = sen (4K + «+ 0) =-sen0 


> (= ,)-ш(ж 


Reemplazando рага Ө = 330° 


Enea 
y” 
15+2/3 
Е 6 


Simplifque: R ЕЕ а): пен 


Сото 57" = (4-1) =4 + cy 


| 30] +sentax+a) 
] 


R= cos + sen(nx+ a) 


+e 


Si: n=2k; k 


—— +a) 


R 
Si: n=2k+1 keN 


sena sena > R-0 


R= cos{ -Z + a }+sen(2k: 


R=sena-sena = R=0 


ES 


` =e, 93-a] =cose 


* cos[(2k+1)x+a] =- cosa 
* sen(23n+a) =- sena 


* ma E = 
MON" 


ot 


+ 


£ 


si sen 25'=03 Lo Reduzca: 
Halle el valor de: F = tan'20*+tan*40"+ tan*60*+.... 
K = sen 205°. cos 115" — + tan?180° 
моз 509 9-03 
əл Er оо 
D) 0,09 2, 
ipsi: D) tan*20* E) -tan?20* 
Halle la medida del ángulo agudo “x”, 
Жнын i & Enuniriángulo ABC reduzca: 
sen(180° «x)-cos(270" +x) _ EON N 
1 GREC) sen ese(B C) 
A as B) 30° osr A-2 DEI оо 
D) 60 975 01 92 
Simplifique la expresión: 9. SÎ A y B son las medidas de ángulos 
м = 1880230" x) + tan(50°+ x) revolucionarios. Halle: 
O40 x) M = sen A. sen B cos A.cos B 
A1 B)2 ол DEI DI оо 
D) tan x E) cotx 0)05 52 
Reduzca: T6 si 
Q = 179° + sen173° + sen167° + sen161° A-B = 270° 
t05109* + cos103* + соз97° + cos91* Hale @ valor de “x que cumplen: 
snA=x-3 
En DEI op 
D)2 93 
Halle el valor de: 
29257. sec 4440" A1 B2 oa 
- -. 397" 
ies ë edlen 0-2 E) Нау dos respuestas. 
A-2 DEI 91 
Ds EH M Si 90caciS cp «270, 
Además: 
bx ULT cos a =-sen 20°; tanp = cor 20° 
sen(-200*) + sen(-3409) 
соз(-520°) + sen(290*) Баара 
A) tan 20 В) сос170 С) cot 100° Anm вуз омо 
D) cot 200* E) tan 160° D) 150" E) 160" 


L Shx+y==x=cosx=-cosy 


Ш. Six-y=Ë >unxuny=1 


DEW pee 


A)Solo] ^ B)Solo!l ©) Solo M 
утуш E) Todas 
аз. Si 


em jen 


Luego el equivalente: "seco . esed" es: 


Am B) 2m с-а 
рут? E)m* 
14 Halle 
mcos? E + cost 37 , cog ŠE 4 cos? 75 
K= cost + cos? PE осо? co 
A-2 B)-1 oo 
LH Е)2 
1& Halle: 


52/3 
16... ¿Cuál de los siguientes valores de*t" cumple: 


эт 
={®-о] nts ese? 


D 


Si ¢ є MC además: 
99x 
БЕ 
Halle el valor de: 
P = V7cotà +3зесф 


DEL 


4-2 
Di 


DE оо 


52 
Halle el menor valor de “x” en: 
м) ае) 


92 


КЕ 
Resuelva: [£60+1][10)=x]<0 
ERA 


Obra 
D)(-1:1) 


B)(- 2n; 22) 


Din- 
Indicar verdadero (V) ó falso (F) a cada 
una de las siguientes proposiciones (k «Z) 
O coska C1)! 
(O senket cos ke = 1 
O makta) =tana 

z , 
TR ue 


A) Vw 
p) FW 


BVE CORN 


E) FFFF 


21. Halle el valor de "0" (SE <o <21) que 


cumple: 
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= sen (r+ x) «senP(2n + x) + 
E] 


A [cu -1]sen — m sex 
© [ens -1]sen™x 


o) 1-6 еа mo 


23. Del gráfico mostrado, si ABC es un > 
triángulo equilátero y “G” su baricentro, 26 Del gráfico, halle; “cota + tanf' 
Halle: cos 0 


24. Del gráfico, Halle: sena + соза. 
y 


1002 503 0-02 5 


2. 


EN 


Si ABCD es un cuadrado cuya área es 5 u, 
Halle el valor de "cot 4” 


A)0333 . B)0,666 


D) -0,222 


©) 0,888 
E) -0,777 


Siendo O y O' centros de las semicircunfe- 
rencias de igual radio. 
Halle: esc a + cc p. 


A-2 
ma 


B)4 


Halleelvalor del ángulo barrido (0 rad) por 
el carrete, cuando parte desde la posición A 
y llega a la posición B con el punto "P^ al 
rasdel suelo. 


Ajarsen(/R) В) 2aresen (r/R) 
C) arccos (1/ R) 
D)2arcos(r/R) E) arctan (r/R) 


PUSE) af ¿y 2155‏ ي 
Sî: A=. 2 2‏ .3 
cos(a +1119) . tan(u + 2225)‏ 
пя‏ 27% 


cos( 275 -a }+tan(-a- 25 
2 3 


sena + 115) соаг + 222) 
Halle: A/B 


A1 
D)2 


DEI оо 


22 
ES 
n Si x+y+z= 27, Reduzc 
Mco оты] [re 


3 
ET ESTIS [ eE 
O | 
Loegoelvalorde W- Res: 

A) D со 
0)2 E)-2 


33. Siendo “a” el valor de un ángulo positivo 
menor de una vuelta y del segundo cuadrante; 
УЗ” esla medida de ип ángulo positivo menor 
de una vuelta y del tercer cuadrante, Hallar el 


signode las siguientes expresiones: 
PIE un Ê 

D 2 ш 3. 
sen(-a) EI 
costar») 

mD ap 

A)+;-;- в)-;+;+ 

[e 


34. Del gráfico, halle: 


E=asecó + bosco +a tanê 


35 


EA 


38. 


Sabiendo que: 
ke34 E: ke 
0=(2k. 22 3 ¡kez 


a= (n+ 3)3 D 


= tanü - sena. 
1 E Ya 
№5 DE 9те 
E E 
Pg rs 
: жу=(4К-1)2; ke 
Si: x+y=(4k 25: kez 


Además: cotx= 373 ; cor 
Halle: 


в lcsenam + созх 
1-cosž +seny 


Ao B1 9-1 
D)-2 E2 


Dela figura, calcule: cota + cott 


А)-17/10 
D)-4/5 


B)-19/5 


Si:270* < a < 360° 
Reduzca al primer cuadrante sena" 


A) -cos(a + 90°) 
В) cos(a-2707) 
C) senta + 360°) 
D) cosQ70* + a) 
E) sen(90 +a) 


MATEMÁTICA If 


38. Delafigura,si:OA= O'A = OB 


Halle: K = sen2a созо 


A12 в)-1/2 оиа 
D)-1/4 Bs 


¿Quérelación existe entre x e y sabiendo que: 
serm een 
A)2y-3x- x 


Qy*3x-6n 
D)y-4x- 8x 


B)2x 4 3y = 4x 
E)y+x=3x 


Del gráfico, halle: 
sen - cost 
N= sen ® - cos: 


A todo el püblico en general: 
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team CALAPENSHKO 
A EET EES 
43. Delafiguraadjunta: 


8 
DE в 42 CNS 
RH 9 91 з) Бч 
Da 52 
47. Dela gráfica mostrada si: AB = BC = CD 
de. Del gráfico mostrado, halle el valor de Halle: cot а cor B 
"un " 


5 
< 
[D 
К 
1 1 1 
DE »- oj 
1 3 
D-3 D3 


45. Del gráfico, hallar el valor de “cot Ө" síse 48, Hallar el valor de “tano” 
cumple:OA = 4(OB) = 100/3 ; OM = МВ 
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49. Sabiendo que: sen| -4273 |= m 


s. 


Si al reducir al segundo cuadrante Í 


la expresión “tan| E | se encuentra un 


el valor de k 


lente tal como “—cot (k я)". Hallar 


Definir la circunferencia. Gigonomérias(CT) — 

Шага ie cr epe pa e 

Establecer representaciones trigonométricas en la CT w 
,, Establecer y comparar los valores de cada razón trigonométrica. 


LA ASTRONOMÍA DE CLAUDIO PTOLOMEO 


Su Sintaxis matemática (más conocida con el nombre. y @ 
árabe de Almagesto) sintetiza y ordena los conocimientos ө” 
astronómicos de los griegos y, sobre todo, los de Hiparco. 

Tolomeo sabe que la Tierra es redonda y que la gravedad 
apunta hacia el centro de la Tierra; da dos métodos para 
determinar la oblicuidad de la eclíptica; calcula la altura del 
polo del mundo y la duración del día en diversos lugares del 
globo; da tablas de los ángulos y arcos que forman la 
intersección de la eclíptica con el meridiano yel horizonte. 


Explica las irregularidades del movimiento aparente 
del Sol, mediante la hipótesis del movimiento a lo largo de 
una circunferencia excéntrica. Completa la teoría de la 
Luna, de Hiparco, y descubre la variación anual de la 
excentricidad de su órbita; para explicar el movimiento 
aparente de la Luna, usa la hipótesis del epiciclo. 


Con el Almagesto culmina y termina la astronomía 
antigua, que, salvo detalles, fue conservada tal cual hasta CLAUDIO PTOLOMEO 
fines del Renacimiento. GENIO DE LA ANTIGÜEDAD. 


Tolomeo hace contribuciones capitales a la trigonometría plana y esférica que habla creado 
Hiparco. Emplea el sistema sexagesimal inventado por los babilónicos y calcula las cuerdas. Expone el 
teorema que lleva su nombre, relativo al cuadrilátero inscrito en una circunferencia; da la fórmula que 
relaciona la cuerda de un ángulo con la cuerda de su mitad, emplea un método de interpolación y, en 
general, hace casi toda la trigonometria que necesita para sus cálculos astronómicos, sin el auxilio delas 
funciones trigonométricas. Basándose en el análisis gráfico de las funciones continuas senoidales, lo 
cual es descrito después como la Circunferencia Unitaria o Goniométrica. 


Resucita la geografía matemática creada por Eratóstenes y por Hiparco, que había sido olvidada en 
favor de la geografía descriptiva: en su Geografía describe minuciosamente la construcción de mapas 
según diferentes métodos de proyección. También se ocupó Tolomeo de la balanza, de acústica física y 
de óptica geométrica y fisiológica. En su Óptica estudió en particular los fenómenos de refracción, 
dando tablas de valores para diversos medios trasparentes; sostuvo que los rayos que llegan de las 
estrellas se refractan en el aire, porlo cual la dirección observada difiere dela real. 


team CALAPENSHKO. 


En capítulos anteriores, se han definido las razones para ángulos agudos y no agudos e incluso, 
hemosencontrado la relación, que tiene la razón ubicada en algún cuadrante u otro. 

Ahora nuestro objetivo, es definir razones trigonométricas para números reales, a través de 
manera gráfica, encontrando las diversas relaciones que existen entre dichas funciones y sus 
posteriores aplicaciones en los diferentes ámbitos de la vida diaria. 


DEFINICIÓN 
Es aquella circunferencia inscrita en el plano cartesiano con centro en el origen y 
la unidad. 


igual a 


Ecuación de la C T: 


xy 


Elementos de la C T: 


origen de arcos o tangentes. 
origen de complementos o cotangentes 


B(0: 1) 


A (21:0): origen de suplementos 

О(0; 0) : origen de secantes y cosecantes 
J, : eje de tangentes. 

Ze 1 eje de cotangentes 


Son aquellos arcos que se generan a partir del origen de arcos de una C T. Si el sentido del arco es 
antihorario el arco será positivo, en caso contrario será negativo. 


Elextremo de arco indicará el cuadrante al cual pertenece el arco, así por ejemplo. 


AY 


Del gráfico anterior P y Q son los puntos extremos de los arcos a. y B respectivamente en 
Posición normal. Luego a es un arco positivo que pertenece al ПС y B es un arco negativo que 


pertenece al IVC. 
EB? 


EU TRIGONOMETRIA 


En la figura siguiente se muestra un arco dirigido en posición normal "T que subtiende un 
ángulo que mide "0" гай. B 


L 


cr 


Por teoría de longitud de arco en el sector AOM se cumple: L = 0R 
PorserumCT = R=1 
Finalmente ; L = 0 


N| CONCLUSIÓN: 


Еп una CT, la longitud de arco es numéricamente igual, al valor que corresponde al ángulo 
en posición normal expresado en radianes. 


team LARES 


* Z= REL. MATEMATICA 11 А 


Ejemplos: $ 


cr 


EJERCICIOS: Ubicar en la circunferencia numérica a los números reales t, Ө y x tal que: 


DES 


a) re(1:2] b) 01-4: -2) 9 E 


Y Ya YA 


cr 


1<152 


А continuación los arcos ubicados en la C T están en posición normal y se usarán los segmentos 
dirigidoscomo representación. 


1. SENO 
El seno de un arco es la ordenada de su extremo. 


PM 
sent; = Ya 


En general: 


Ejemplo: 


senn=0 


Si: $ <a < x, halle todos los valores de "sena" 


Resolución: Ubicamos el intervalo de 5 <a<x en la CT, luego representaremos con 
segmentos dirigidos el seno de “a” 


LAPENSHKO 
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Se observa que las ordenadas son mayores a 0 y menores a 1, dicho intervalo se 
muestra en la recta numérica paralela al eje y 


O<sena<1 


sena e (0; D 


2. COSENO 
El coseno de un arco es la abscisa de su extremo. 


И 


AS OS vo eR 


Ejemplo: 


Ejercicio: Si: B «ШС, halle todos los valores de "cosi" 


Resolución: Ubicamos el intervalo de para Be ШС y representando los segmentos 


Se observa que las abscisas son mayores a -1 y menores a 0 dicho intervalo se 
muestra en la recta numérica paralela al eje x 
2 —L<cosp<o 
NN DESERVACIÓN 
Las coordenadas del extremo de arco Ө en una C T es (сов; sen0) 


3. TANGENTE 
La tangente de un arco es la ordenada del punto de intersección entre el eje de tangentes (9) y 
la prolongación de radio que contiene al extremo del arco. 


Eo i ҖЕ ШОШО 
Ejemplo: 


tanz=0 


4. COTANGENTE 


La cotangente de un arco es la abscisa del punto de intersección entre el eje de cotangente (%) 
y la prolongación del radio que contiene el extremo de arco. 


Ejemplo: Halletodos los valores de "coto", si 0 < (78. SE) 


Se observa que las abscisas en el eje de cotangentes son mayores a 1 y 
menores a V3 
1«cotü « 3 


2 ex8e (1:3) 
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8. SECANTE 


La secante de un arco es la abscisa del punto de intersección entre la tangente geométrica que 
contiene el extremo de arco y el eje x. 


secs - 1v sec >1 
vos (акн ¿jikez 


Ejemplo: — Delos siguientes valores: sec ; = ; зес2л y зес(-1) 


¿Cuál es el mayor? 


Rpta: El mayor es sec(-1) 


La cosecante de un arco es la ordenada del punto de intersección entre la tangente geométrica 
que contiene el extremo del arco y el eje y. 
x 


MATEMÁTICA II. 


+= 


Se observa que las ordenadas en el eje y son mayores a VŽ 
® еса» 


CUADRO DE VARIACIÓN DE LAS RAZONES TRIGONOMÉTRICAS. 


— + Significa que la R. T. crece. 
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SENO VERSO Ó VERSO DE (a) 


Sedenota por: vers (a) 


Gráficamente, el verso de un arco dirigido, es el segmento dirigido en el eje “x”, que parte del 
punto cuya coordenada es el coseno de dicho arco hacia el origen de arco. 


Del gráfico: 
versio) = МА 
venta) = 1- cosa 


05 versa) 52 
VasR 


(COSENO VERSO Ó COVERSO DE (a) 
Se denota por: cov (а) 


Gráficamente, el coverso de un arco dirigido, es el segmento dirigido en el eje "y", que parte del 
punto cuya coordenada es el seno de dicho arco hacia el origen de complementos. 


Se denota por: exsec (a) 


Gráficamente, la exsecante de un arco dirigido, es el segmento dirigido en el eje "x", que parte del 
origen de arcos hacía el punto cuya coordenada es la secante de dicho arco. 


y 
5 Del gráfico: 
D exsec(o) = AT 


т, А 'exsec(a) = seca =1 


ех seca) S— 2 v Exsec a 2 0 


vaen- [en«nz]inez 


шаных 


Ei 


| C 52920235 
«(2 ET. 


a H-3 Csi: cac =tmw<o | 


2... Coloque el signo de relación (>, <, =) _ 
correspondiente en cada cuadro: 


4. Indique verdadero (V) o falso (F) 


a) sengo 


[ 


DE MEC 
© aniso [ ] 


d) senso зесво° 


f) senl sen? 
л =1<seco< 2 

о 2 C 
OFFSET оаа 
h) tan3 соз. ( 791:3<р<4 = tan3 <p <tan4 


MATEMÁTICA Ш. 


=0<sena<1 


=0<cosp<1 


(sif <o =050054<1 


‹ 91:38 evan > secy21 


(біз са <9 = Î <sena <1 


4з'<р<133* > 2 


э0<ошу<1 


| 
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SFONDO EDITORIAE RODO TRIGONOMETRIA. 


PROBLEMA 1 


Resolución: 


PROBLEMA 2 


Resolución: 


En la circunferencia trigonométrica del 

gráfico mostrado el punto M corresponde a 

чп ángulo en posición normal Ө, Calcule el ү 

área de la región sombreada (en u), T 
ADMISIÓN UNI 2015-1 


De la circunferencia trigonométrica 


Luego del gráfico: 


5-5<) -AA 
(OMA) (OMA) 


som - DU ess) 


5109-0550) 


En una circunferencia trigonoméurica. B y P son los extremos de los arcos £ y Š 
respectivamente. Determine BË 


Ubicamos el intervalo: a<a<p <-3 


EnlaCT 
L sena>sen x. VERDADERO 


H. [sema] > |senB| u FALSO 


Ш. cosa > cos. e: FALSO. 
Ubicamoselintervalo: 5 < la] < 181 «x 


WV cosla| »cos]B| u FALSO 
Sólo Lesverdadera. 


EE 226 i 
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Resolución: seno 21-28 seno, 


Secumple VOR: -1 < senê s51 (°) 


к e TETTE 


Las coordenadas del punto P extremo al arco 8 es: 
Р(созб; seno) m 


El punto R es simétrico a P respecto al eje x, así: 
R(cosð; – зеп) 


“Además el origen de arcos: АЙ; 0) 


El punto Q es punto medio del segmento RA 
Entonces por propiedad del punto medio; 


К 2 EDITORIA ROO лош 


Lascoordenadas de los puntos P y R extremos de los arcos а уӨзоп: 
P(cosa; sena) y R(cosó; sen) 

El punto Q es simétrico al punto P respecto al origen. 

Luego: ©(-соза ; sena) 


MN = Ordenada del punto M- Ordenada del punto N 


Perosegúnel gráfico: Ordenada de M = Ordenada de R = sent) 
 Ordenada de N = Ordenada de Q = sena. 


Resolución: — Operamoscada una de las expresiones: 
P = tan40° + cos90° 
> Р = tan40° + 0 = tando” 
Q = cot40° .sen90° 
= Q = cott? = tans0° 
R = tanáS? , sen90° 
> R = tanáso 


Ahora veamos en la С.Т: 


T 


tan50° > tan45° > tango? 
Q>R>P 


Del dato: 135%<х<180°_ xx 
MS, RR 
Sumando 45%: — 90*«x-45* «135* 

е васт 


[I 


талу - 459 <-1 


De la figura: Abscisa del punto P = tana + coto. 
tana = anê 

cota = coté E 
2 Abscisa de P = tant coté 


Resolución: 
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PROBLEMA 11 


Del gráfico: 


а+@=л=эзепд=зепа 221) 


Área oo e 

Doos : 00 =sen0 

Bs omo *h = OQsen0 
h=sentg b=1 


En(*); Área Алоо = 


1 


2 
senta 
2 


Usando (1); 2 Área A aog = 


. 
Indique verdadero (V) o falso (F) según corresponda: 


Si 


Entonces: 
1) senx;>senx; 


ID [senz] < [senxa] 
Ш) sen |x| »sen [xs] 


Dato. z<% <a 


aficandola CT para (1) y (ID: 
D > senx,>senx, 


Ш) |senx,| < |вепх,| 


TRIGONOMETRIA. 


Seobservaque:  sen|xesen|x,| - IDF 


Del gráfico: 


PROBLEMA 13 


Resolución: E 


Del gráfico: cs cora 8 


me: lssenü 1 
— و‎ 
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PROBLEMA 16 Sabiendoque: 


vSsenü-ranx-0 ; YOER 
Determine la variación del valor de x enel intervalo de; 


Resolución: Del dato; como 0 eR: 1 < send 51 .....(1) 


Sabemos que: sen = tanx 


Multiplicando por (V3) a la desigualdad (1): 
8 < send 543 


Reemplazando: 3< mnax < 


Graficando en la C T: 


PROBLEMA 17 sr60'<0< 200° 
| Determinela suma del máximo y mínimo valor de: 
R-3c90-1 


Resolución: Graficando enla CT 
Ubicamos el intervalo en la CT 60° Ө «200* 


Luego: As coso si 


TEM 
Toast Ra E 


H0 Rust Rag 073,5 
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Resolución: — Рага determinar los valores de M partimos de los valores dados a x. 


x Xin 
ers] > lis 


а эз 


Representamos los valores de este arco en la circunferencia trigonométrica. 


Del gráfico: M апаа 
запла esed 


> e 
5 
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UASB х 
PROBLEMA 20 En lafigura mostrada la circunferen-cia es la trigonomérrica, m ÁPR= 0 
Halle elárea de la región triangular APO. 


Resolución: 


Se afirma: 
= в вломо- "А 
Pero de ШС: 


= 88. puesto que 0 e MC 


LAPENSHKO. 
team СА 


PROBLEMA 22 


Resolución: 


Finalmente: 


Determine la extensión de: 
их) ооз) +1 

oss) «2. 

ConsideradoquexeR: —1Scosxs1 


Haciendo un cambio de variable: cosx = 0 


Luego: 0 « [-1; I] graficando e 


рест -12051 
со «cos <1 


Reemplazando: Ө=совх: cos] < cos(cosx) «1 


eu 
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Sumando (+2) miembro a miembro: 


cos1+2<cos(cosx)+253 


соз1+1 cos(cosx)+1 2 


з1+2 © сойсош)+2°3 
Ps 
à 1*cosl H 
Finalmente: E 151052 


z dimi 2 


team CALAPENSHKO 


Además: S, = TZ reemplazando > Sy 


iu^ EE 6c] 


Efectuando: 1+sen0—cos0— sen0cos0 = 2sen0cos0 


зепӨ- соз =3sen0cos0-1 з) 


Elevando al cuadrado (37: 
(sen0—cos0)? = (ЗѕепӨсозе —1)^ 
1-2sen8cos0 = 9sen^ 0cos^ 0 — бзепӨсоѕ +1 


AE A 


= Em «|seno|- [сово 1...0) 


demo = [%0 
совё< 0 


Luego en (°): 
М2 т + (зеп) =(-cos0)+1 


^ N2m=1+sen0—cos0 
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MATEMÁTICA [1 


Si0eemc>-0enc 


kaa = 2040 „ اکل‎ 


ч Se cumple: sec(-0)=sec0 л 6-0) esco 


aaa Q БЕИ (ee sco] 


oec (00070. ja a, tte Dee 


1. 


Siel punto P. 


el tercer cuadrante y pertenece a la CT 
¿El valor de y, es? 


Уз 

B) ~ от 
№ 

B 


Cual de las siguientes alternativas es el de 
mayor valor: 


A) seno” — B)senB? C) sen135* 
D) sen210* E) sen270* 
Que valor puede tomar la expresión: 
6.8030 -3 
5 


ole 


De la figura mostrada, indique las 
coordenadas del punto “P” 


©) (коза; sena) 
D) (зепа; sena) 
E) Ccosa; sena) 


A 


E 


Hallar el área de la región triangular 
sombreada en términos de la variable 
angular “Ө”. 


y 
x 
xhyt-l 
senê coso seno 
юе DI. o 
cost. senücosü 
E E 
DS j em 


Calcule la suma del máximo y mínimo 
valor de la expresión: 
R= ásena + Seosf -3 


Siendo las variables angularesa y B 
independientes entre sí: 

A)-10 DEI 9-6 
D)-4 E-2 


Siendo "P" el punto extremo de arco “0” 
del ШС en posición normal en una 
circunferencia trigonométrica. Halle el 


área de la región triangular APA 
A)senð В) соо C) senê 
D) senê + со59 E) -cos0 
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10, 


" 


1 


De la CT mostrada, hallar el perimetro de 
la región sombreada 


Considere: VA = 1,41; J = 1,73 


A)3,85u 
D)5, 35u 


B) 4, 25 u 


O4, 75u 
E) 5,55 u 


аьа] 
Indique verdadero (V) ó falso (F) а cada 
proposición: 

( ) El máximo valor de senê es 1 

( ) El mínimo valor de send es 0, 5 

( ) El mínimo valor de cos20 es -1 

( ) El máximo valor de cos30 es 1 


A) WW 
D) vew 


BVV OFW 


E) FFEV 


En la figura, halle la longitud de “т” en 
función de la variable angular "0" (m: es 
Punto de tangencia) 


E 


D 


15 


Halle el mayor valor negativo de “a” 
que cumple: 


Ау-5 
D)-2 


0-3 
D-1 


Consideramos los arcos en posición normal 
79179 + 57.0 +. Siendo Py) 


y Pa(%s ; ya). Los puntos extremos de arcos 
anteriores. 
" 
Reduzca: se (cuna 
уа Уз *Уз. 


A) seno 
D) со 


B) соё СЕ 


E) -cos0 


De la circunferencia trigonométrica, 
exprese la ordenada del punto Q en 
términos de variable angular *g* 


y 
cr 


16. 


m 


1 


Halle el área de la región sombreada. 
y 


D 


їзу®=1, 


A) 0,56ф-созф) 
B) 0, 25 - cos$) 
С) 0,50-зепф) 
D) 0,256ф-зепф) 
0, 5(фзепф + cosê) 


De la circunferencia trigonométrica mos 

trada, halle el área de la región triámgular 

APQ entérminos de la variable angular “0” 
E 


9 


Le sent «cost 
2 

(1+ seno) + cost) 
2 

1+ senê =cos0 
2 

(1= sen0) (1 cose) 
2 

1-senó «cost. 

2 2 

¿Cual ó cuáles de las siguientes 

proposiciones son verdaderas? 


L tan2 canit < tan3 
IL sec2 < sec37 < se3 
e 


ш. LL EE 


E 


Ajsólol — B)sóloll C) sólo MI 
Diyn E) todas 
Si se cumple: 


(1+senx)(2+senx) (3 +senx)...(n+senx) =0 
Halle: 
(1-ecosx) 2 cosx) (3 coss). (m- cost) 
(mane Z) 


о 
Da 


в)1 Om! 


Юм 


Exprese las coordenadas del punto medio 
del siguiente TQ en términos de la variable 
angular “B” 


Halle la suma de todos los valores 
enteros que toma la expresión: 
E = sena + |cosp| + sento 


Sabiendo que a, B y 9 son variables angulares 
independientes. 


A1 
04 


B2 os 


DEI 


EE 
P(x) = sen x . tan x. sec x 


А воз Ot» 
D) (0; 3] E) [0;3] 


23. El mínimo valor de: f(x) = [eot x| 


mase [|e 
о DES g8 
mi E) 3 


24. 51 las áreas de las regiones sombreadas 
son del mismo valor. 
Halle; K = seng - соѕф + tanê 


No в)1 ©-1 
0)0,5 5-95 


25. Halle la suma de valores enteros de: 


A)-22 в)-15 ©)-21 
D)-9 B-s 


6. Dela C T mostrada, halle la ordenada del 


Junto "Q" 
punto “Q е 


0, 5[1 + sena + соза] 
B) 0,5[1+зепа-сова] 
C) 0,5[1-sena + cosa] 
D) 0,25 [1+ sena + cosa] 
E) 0,25 [1 + sena - cosa] 


Halle el valor de “a”, 


Para que el área de la región triangular 
sombreada sea máxima, 


Pryor 

E3 E E 
^ в 2 СЕУ 

ES т 
о DE 
De la figura mostrada, halle el área de las 
regiones sombreadas. 


A) senê u — B)cos0u° C)senó сох u? 
D) 0.2518 Bosw 


30. 


EN 


E 


De la CT mostrada, halle el mínimo valor’ 33. Dado: 
del área de las regiones sombreadas. T y pague 


Ton b TB Determine la variación de sen(a + $), si: 
TIE Z 
PD eiie 
Р 
< ALLO — BO) — B0] 
D En 
ст 


34 Delasiguiente condición: 


x 
307 1 sen 
А) 0, Sul B) 1u? ©) уз? m «s 


D s Da Halle el mayor valor de "0" en el 
recorridode: (3; a) 
Halle el valor de 0", sabiendo que el área 
dela región triangular MOR es: 1u* PES DEI PES 
do 4 3 
эх л 
эў D 


РА ж зк 
A 9 N xe(-1248-3) 
Dr: DE в) xe(o248-3) 


€) xe(-13/3-3) 
Siet irea deta región sombreada mide: D) xe(-22/5+3) 


“B+ Сено. D xe(a2/3+9) 
Halleel valor de:E =A + B+ C 


y 3& Sabiendoque: 


ÁTICA II. 
40. Del gráfico, halle el área de la región 


triangular sombreada. 
y 
x 
CT 
e 
(1-5en0) -ano 
@+совбу Tecos) 
seno 
C cos 
3. En la C T mostrada: AP = 1 es 
perpendicular al plano de la circunferencia. 
Si: sen — cosi = 1,25, halle la suma de los [and eseno an 
cuadrados de los lados del triángulo NPM. Di а 


4f. Siendo "x" un arco perteneciente al 
intervalo (-;0); además: 


5 senxs-1/2 
X. 
¿ Halle la variación de: иа) 2 
А)8,5 B95 ©10,5 A) B) 3; = 
ды. pus y (0; ¥3) » (C48; 43) - (0) 
© (45; 43) 
39. EnlaCT mostrada: f A 
senê + cos = т ; зепф—совф = n D) (3;0) E51) 


Halle: C= cosó cos$-senó seng 


42. Sabiendoque cos 2 «cosó < cos; además: 


(Ө) = sen3(0 - 7002) 
halle la diferencia del máximo y mínimo 


valorde^R" 
1 1 1 
al $i 1 
z E oi 
1 
Aliman Bima Ol-mén D-i D-3 


D)1+m+n E)m+n-1 


a === 252 а ооо А 


43. En el gráfico los puntos: Р Q, M y N son. 
exiremos de los arcos en posición normal: 
al, D, O y e respectivamente los cuales 
han sido determinados por los ángulos 
centrales: а rad, f rad, Ө rad y e rad 
respectivamente y menores que una vuelta. 
Determine la verdad o falsedad de: 

(Q; О; N son colineales) 
y 


9, P 
z 
м ^ 
EN 


L sena! > ceft 
H. cos0'+cosa'>0 
M, sec (P + п/2)-сзсоў <0 


AWE 
DEVE 


BN Orr 


E)FFV 


44. Halle el área de la región sombreada en 
términos de la variable angular 0. 


y 


Yaya 
seno — pp=sen20 C) sen20 
A a O 
seno -seno 
D s2 


45. Hallelaextensiónde: H = соцзепа) + 1 
ає 0;23) 
A) dex) diee) 
B) (000) + 1; +o) 
C) соці); +) 
D) [cot(1/2) + 1; +æ) 
E) (cotQ/2) + 1; +) 


4& En la CT mostrada, halle el área de la 
región sombreada. 


sento sen 20 
AES “US 
p) 59920 


47. Una cuerda que envuelve a una CT se 
desarrolla como en la figura mostrada. 


Siendo la cuerda tangente a la CT en T 
Halle las coordenadas del punto P(x; y) 
A) (Osen0=cos0; sen0 - 0080) 

В) (Osen04cos0; sen0 — 0cos0) 

©) (ӨзепӨ- соз; send + Өсовб) 

D) (ӨзепӨ + соз; sen6 + 0cos0) 

E) (0sen0 –0соз0; зеп0 — cos0) 


42. Hallar el mínimo valor de: 
F(0) = cos (sen° + 2sen0) 


A) cos1 
D) cos4 


B) cos2 C) cosa 


E) coss 


A 155 o 
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4$. En la C T mostrada, halle el mínimo valor 
del área de la región sombreada 


a variación del área "S" de la 


sombreada y dar como respuesta: 


cT 


ма 
D)1 E) 0,5 l 


A todo el püblico en general: 


El Proyecto Modo Scan+100 2.0, nace de una idea del 
Team Calapenshko, 

el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente, este libro 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analíticamente, así que te invito a leerlo. 


No pagues por este libro de circulación gratuita, 
büscalo en la red. 


Atentamente, el GRUPO CALAPENSHKO 


28 de agosto del 2020 
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. Conocer las diversas identidadés trigonométricas: ` miae ida 


TRIGONOMETRÍA EN MEDIO ORIENTE. 


Al-Bataní, también conocido como Albategnius (alrededor de 850 - 
929), fue un príncipe árabe y astrónomo. Su nombre completo es Abu. 
Abdallah Mohammad ibn Jabir ibn Sinan al-Raqqi al-Harrani al-Sabi al- 
Battani, aunque se usa normalmente el abreviado, Su nombre deriva de su 
ciudad natal Harrán cerca de Urfa (Mesopotamia). Es muy conocido por 
haber logrado una determinación precisa del año solar como 365 días, 5 
horas, 46 minutos y 24 segundos. 


OBRA 
MATEMÁTICA. 

Se puede decir que su obra se centra en el estudio e indagación de 
relaciones matemáticas trigonométricas, entre ellas se destaca: SENOS 


[rU PRÍNCIPE ÁRABE 
cosa 


Proporcionó una solución para la ecuación sin x = a cos x descubriendo la fórmula: 
a 


sena 


Empleó y usó a idea de al Marwazi de las tangentes sombras") para resolver ecuaciones en las 
que están involucrados las tangentes y las cotangentes, compilando tablas con sus valores. 


ASTRONOMÍA. 

De sus observaciones en Aracte y Damasco, donde murió, fue capaz de corregir algunos de los 
hallazgos de Ptolomeo, que previamente eran tenidos como auténticos. Se dio cuenta, por ejemplo, que 
el punto que Ptolomeo había indicado como afelio se desplazaba y calculó la velocidad de dicho 
movimiento con bastante exactitud. 


También determinó el momento del equinoccio con un error menor a las dos horas y logró calcular 
con muy poco error el ángulo que forma el eje dela Tierra con su plano de rotación. 


Si consideramos la igualdad (x + 2) . (x — 2 ) = 0, podemos observar fácilmente que esta es 
cierta sí y sólo sí x = — 2 ó x = 2; pero si consideramos ahora la igualdad (х + 2) . (1-2) =X'-4, 
podemos observar que esta igualdad se va a verificar para todo valor de x. Estos casos los diferenciamos 
de la siguiente manera, las del primer tipo se denominan ecuaciones, y las del segundo tipo se 
denomina identidades. Estas identidades van a ser muy importantes para simplificar expresiones 
matemáticas, y de mucha importancia en el estudio de la Fisica, Economía, etc. Daremos definiciones 
Importantes para poder comprender bien el presente tema. 


VALOR ADMISIBLE: 
Un valor "a" es un valor admisible de “x” para FG), si sólo sí, cuando se sustituye en F(X); se 
determina un valor para F(x). 


Ejemplos: 

ї} FG) = 4x = los valores admisibles de “x para РО), son los elementos del conjunto: 
A = (x /x « R ^ [x] $2) ya que cualquier valor fuera de dicho conjunto como: x = 3, al 
reemplazarlo ocasiona un valor no determinado para EGO. 

H) FG) = tan x = los valores admisibles de “x” рага EGO son los elementos del conjuntos: 
B= {ys eR n+ D3; n ez} debido a qué в (62-03) no está definida Y n e Z. 


IDENTIDAD: 
Viene a ser aquella igualdad que se cumple para el conjunto de valores admisibles. 


Una identidad trigonométrica es aquella igualdad en la que intervienen razones 
trigonométricas que son verificadas para cualquier valor admisible de la variable. 


Podemos clasificar а las identidades trigonométricas en los siguientes cuatro grupos: 
L Identidades trigonométricas fundamentales 


IL... Identidades trigonométricas para arco compuesto. 

Ш. Identidades trigonométricas para arcos múltiples (doble, mitad y triple). 

IV. Identidades trigonométricas para la transformación de la suma o diferencia de senos o 
cosenos a producto viceversa. 


Involucra a todas aquellas identidades trigonométricas que relacionan las diferentes razones 
trigonométricas para un mismo ángulo. 


* sen" 0+cos"0=1 


А continuación presentamos las identidades más 
utilizadas clasificándolas de la siguiente manera: 


IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS RECÍPROCAS: 


co smc = 1| voe qnn] nez 


: : 
СНЕСЕ 


sura а л | voe (02) nez 


IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS POR COCIENTE: 


Se observa en el triángulo sombreado: 


2 ^ 
" sen? à -1-cos'6 

sen'ü cos 0 =1| > 
оке» 


tas û = sec? 0-1 
sect 0 - tan 0-1 


14 cot?0 - sc à 


IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS AUXILIARES: 


A partir de las identidades trigonométricas anteriores y mediante el uso de identidades 
algebraicas, se pueden demostrar las siguientes identidades auxiliares: 


team CALAPENSHKO 
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зес®ө + csc? = sec? 0.csc? 8 


tan” 0— ѕеп?0 = tanê. senê 


(зеп + сов — 1) (sen0 + сово + 1) = 2500080. 


DEMOSTRACIONES: 
2. веп®Ө + соз® Ө =1-3sen*0cos” 6 
Partimos de la Ident. Trig. Pitag. 
sen? eco =1 
Elevando al cubo:  senf0 + cos + 3sen°ocos sen 9. cos? 0) = 1 
i 


= seno + cos* 0 = 1- 3sen ücos? 0 


4. @ + sen0 + cos0)* = 2(1 + sen0)(1 + созо) 
Partimos de (1 + зеп + сов)? 
= 1+ (sen? + cos? 0) + 2sen0 + 2cos0 + 2sen0cos0 
=1+1+ 25en0 + 2c050 + 2sen0cos0 
2(1 + senê + совӨ + senOcos0) 
= 21 +sen0)(1 + cos0) 


PROPIEDAD: Si зеп + BEXE 
donde: die 
Se cumples 0 senx Ea cosx Ê 
DEMOSTRACIÓN 


Se tiene asenx + bcosx =c 21) 


Despejamos senx => asenx=c—bcosx 


elevando al cuadrado asen’ —2bc cosx + b' cos x 


Ademas por la LTP: — senix+costx=1 


E 


team CALAPENSHKO 
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= а%1-соз®х) =c? 2be cosx + b cos? х 


= 0= (а? + b*)cos x – 2с cosx + (€ –а?) 


0= c! cos? x - 2bccosx + b? 


0-(ccosx- b) = cosx = -® 


Reemplazando (2) en (1): 
(i) 


Ejemplo: — 3senx-4coxe 5 
Aplicando la propiedad se verifica: (3)? + (~ 4)? 


5 -2 -- 
2 senx= A csxe- 
A continuación se tiene la demostración de algunas de las identidades auxiliares dadas 
anteriormente: 
> Demostrar que: tanê + со = secü . сэс 
Demostración: 
De las LT Cociente: tanü- соф = 2200.082 


> Demostrar que:  sen"+cos®0=1-2sen?0.cos*0 
Demostración: 
Dela LT. Pitagórica tenemos:  sen*0+cof®û=1 
мейді cuadrados "E 


Luego despejando obtenemos: 2. sent9+cos* 0=1-2sen%0 cos*0. 


team CALAPENSHKO 


| DESERVACIÓN 


Si se tiene la suma o diferencia de secx y tanx, por ejemplo: 
secx+tanx=m , m20 


A partir de ello, se puede obtener todas las razones trigonométricas de x. 


DelTP: sec x- tan! x =1 
> (secx+tanx)(secx—1anx)=1 
Como: 
seex+ tanx =m E 
> зесх-шлх= L - 
m 
* H 1) m41 
De (D y (2): зев) = 


1 


Mp 1). 
а: 


= Im^-1 


2m 


Con el triángulo rectángulo se puede hallar todas las R.T. de x. 


twitter.com/calapenshko 


TRIGONOMETRÍA 


EJERCICIOS DE APLICACIÓN: 


1. Complete: 4 Usandola propiedad, complete: 


а) secücscü = a) Ssenx+12cosx=13 


A sexes 
Deis л wns 
b) V6senx« S cosx =3 | 


OS o COL, 


©) sex. 


-s- —€ 
2 Si:cos0=05, 9 М23созр -5 = (2 senp . cos | 


Complete usando las identidades; + заха. * сох =. 


DET 


3. Simplifique: . 


а) @ +сова)(1-сова) = ...... 


b) tanx. cotx +зепх.сзех =... 


©) 3e31an"k-3sec'k = 


COBRO SIDA 


PROBLEMA 1 


Resolución: 


FROBLEMA 2 


Resolución: 


Б? MATEMATICA т 


sec 
Finalmente: 
2 Mese 
Reduzca: 
cos? 0+ senê +1 
Cos 0+ 2sen8 =1 


Utilizando la LT Pitágoras: cos? 0 


sento + seno +1 


د 
1-sen^ü + 2sen 1‏ 


Factorizando el numerador y denominador: 


+ sent) 
senê (2- sent) 


Finalmente por LT. Recíproca: 


2 Е=ссө+1 


senó) _ 1+senê _ 1 


pitagórica 


2+ senê - sen? 
2senü - sento 


seno senê 


Resolución: Utilizando la IT Pitagórica: sex - tanîx =1 


Obtenemos; (sec x + tan x) (sec x = tan x) = 1 


фы 


¿Sumamos 0) y (2): Biel > secr =Š 
(ywan Q фы 4 


himen vilizando LT Roa 


Resolución: — Usando la IT auxiliar en el dato: 


secxescx 
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MATEMÁTICA II 


m 


En W usando LT. por cociente: 


demi senta E93 cp ر‎ SEI 
СС СЯ 


MITES 
cos senx 


Usando LT. auxiliar: i 


MEETS p N 
— C cesa oS 
^ Wim see x ese x - 3 sen xcosx 


Usando (1) y (2: W = 3-3 


W=2 


Resolución: —  Elevando (1) al cuadrado y desarrollando 


(senx - cosx}? = 
зеп?х — 2senxcosx + cos! x =a? 


LT. pitagórica. 


Luego: 1-2senxcosx =a? i0 


Reemplazando (2) en (3) obtenemos la relación: 
2 1-2Ь=а® 


JEEP S204 re 


Resolución: Саа término de la serie es de la forma: 


1 
2 Trara 


ат 
Dem rase wd 
En la serie: 

[e cos? 10° сойло cos? 30* 4... e cort 


соз 80* = sen 10°; cos 70" = sen 20°; cos 60° = sen 30°; cos 50° = sen 40° 


Rd 265 PA d 


Bg NO аа 


En la serie tenemos: 


j= cos? 10+ co 20* + cor? 30* «cos! at 


+ sen? 407 + sen *30* + sen? 20* + зеп210° 


Agrupando y usando Identidad: sen^x + cos? x = 1 


[-sesftos eos 10° + sen?a0* + castas 


+ зеп?30° < cos? 30° + sen" 40* 4 cos? 40° 


[T 


Reduciendo el primer miembro: 


совҗ1-—зепх) + cosx(1 + sen) _ 
А +зепх)(1-зепх) 


Resolución: 


cosx = cosxsen x + cosx + cosxsenx 


l-senix < 


> E 


к\з ml жю ж 


Hi 
| 


TRIGONOMETRIA 


Resolución: Enlacondición, sumando "2" a cada miembro: 
1 
tan" x 4 2fanxcorx+ cot? x =7 +2 
(anx + cox)! =9 
tanx+cotx=-3 pues xe VC 


Elevando al cubo: 
(anx+ cotx)* = (-3* 


тап? x + 3tanxcotx(tanx + corx) + co x = -27 
E CR PZ 
> ta xecoDx--18 


cumumuncruneumsimenlpym——e IER EE 


Resolución: — Acomodandola expresión utilizando LT. Pitagórica e LT. auxiliar: 
Y = sen^x(1— sen^x) + m(1 — 2sen"xcos x) 
p 
Y = sen*xcos x + m 2m sen "cos? х 
Y = т +(1-2п)веп?хсоз?х 


Para que la expresión sea independiente de x entonces: 1 — 2m = O 


team CALAPENSHKO. 


Como ED = BC: 


mscnü- поид > senü- ®®® = seno = cos0 = 1-cost0=cos0 
senê 


cos* 0 +cos0-1=0 
Resolviendo mediante la formula general de una ecuación de 27 grado: 


cuo VEO _ 125 


20) 


Resolución: Del dato: Ззепф = 5-4 cosh 


Elevando al cuadrado y desarrollando: 
Cseng)? = (5-4054? => 9sen^à = 25- 400080 +160 
Utilizando la identidad: 


sen =1 eode 
IUCIPUNESUNEETEZUNUEXMTOEIT]nngeiM me TIT NUUS. 


team CALAPENSHKO. 
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Asî tenemos: 0-16 40cosé + 25cos 


Luego: 4-5созф=0 = cos $ 
d 
En general: 
| si asnx+besx=c | 
| 
Además 
| 
Se cumple 


PROBLEMA 14 — Sabiendoque: 
а = senx -tanx - sect 
b= cosx- cox- cser 

Exprese"ian x" en términosde a y b. 


Resolución: De las condiciones tenemos. 


senx «a -tanx - secx a 


Cosx = b - cotx - sex a 


жох  a-tanx-seck 
ана == 
Mes cosx  b-cotx-cscx 


а-їшпх-зесх 
Ъ-согх-сєзсх 


tanx(b- cotx - cscx 


btanx — tanxcorx- tan x ese: nx—secx 


btanx—1—secx =а-тапх-зесх 
btanx+ tanx =a +1 


tanx(b +1) =a +1 


= ие rape cosx , senx—cosx 
Tesenx^ сойх x 


o T dinde pi sea 


Me lcsenx, Pocos ‚ senx-corx 
сох x 3 
а 


мс Зах Ч e senx _ cosx 
созх cosx un — cox cox 
M= secx -tanx + sec? x = secx + tanxsec?x — see x 
Simplificando y ordenando nos queda: 
in x-1) 2 Metan*x 
7 


Multiplicando dentro del radicando al numerador y denominador por (1 + cosx) 
setiene: 


[O -K poras ceni 


ты Ime =Kkotx+csex+1J 


m 


pr porra 


[A 


E E ES =K jeotx- esex ei] 


TON RTICA d 
ler * EE aai] 


flex exl a cota exa 


№ 


xke 


Resolución: — Deldatodespejamos: t 


+ тап®Ө)(тап* 0-21an*0+1) 
secando ordenando como sigue, tendremos: 
—T=ta0 0-2an" + 1 + tano —2tan'0 + tanî 


Resolución: — Expresandoen senosycosenosa"N". 
costo costa сов 


senasenf ° зепӨзепр ` senasenó 
Ө + cos” asena +. 
sen 


N= 
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(a — sen?0) seno + (1 —sen'a)sena + (1 sen? sen 
sena.senp.senü 


ya EO tero + sena— sena e senf абр 


sena.senf.senü 


N 


Recordar la identidad algebraica: 
Six+y+z=0 = x ey +з! = xyz 


sena + sen В + sen 0 = 0 — senta + sen + зеп? = 3 sena sen) senê 


A Зѕепазепрепо 


we En cien e бен? «sen posea) 


sena.senj.senü 


seno.senf.senü 
sena.sen.senü 


= N= N= 


PROBLEMA 19 Apartir de las condiciones: пе! х 
рообх.епх”д (0 
р зеп? . cos x r (29001 
Encuentre una expresión independiente de la variable angular “x”. 
ncc к S 


pco sem q q 


Utilizando el siguiente triángulo, podemos escribir la condición (2) en términos. 
dela función “tan x”, asi: 


Resolución: — Dividiendo (2)+ (1): 


[2] 


ЕЈ 


Por la Id. Pitagórica: 
secto = tan? 941... (9) 


(Dy (2 en (°) 


Resolución: Recordar la identidad auxiliar: 
sec x esc? x = sec! x ex 


Elevando al cuadrado: (sec х + esc? х)? = вес xose x 
sec x +сзс* x + 2sec хсзс®х = sect xec x 
sect x+csctx= sec xesc x- 25e) x ese? x 


Sumando (1) y restando (1) al segundo miembro para formar un cuadrado 
perfecto. 


sec xc eî x = (ex eê xP -Asec x ex?) +1-1 


secf x + ce x = [sec xs? x 1-1 


secx + esef x = [Gecxcscx)? -1P -1 
[C 


ре атаа 274 AAA C 
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sec x est x =[(тапх + сох)? -1 1 
sec* х + ef x = [tan x + cot? x + 2-1 -1 
sec* x + csc* x = Папі х «co? x «1f —1 


Luego: ffan? x + cot x) = ад? x + corê x + 1P -1 


Haciendo un cambio de variable: | tan*x «cox =a 
f= la +17 -1 


Evaluando para: А2) =[2+1P-1 > f(2-8 
(9) =B+19-1 > f(3)=15 


> 12)+1(3)=23 
pom 
mou 3g hy 

uen eiui Ecc 


Efectuando el dato: aa + b)cos* + Ма + b)sen^ Ө = ab 
a cos! Ө + abcos* Ө + absen* Ө + b^ sen Ө = ab 


Ordenando:  a?cos*@+ bsen“ 0+ ab(sen*0 + cos* 0) = ab 
Recordar; зеле Ө + cos 0 = 1- 2sen*8cos! 8 


Reemplazando: a?cost + Ъ?зеп* Ө + ab(1 - 2sen^cos^0) = ab 
a cos! 0+ b? sen* Ө + АБ — 2absen? cor? 0 = atf 


Ordenando nuevamente: 
(acos* 6)* - Aacos*8)(bsen*0) + (bsen* 0)? = 0 


Formando un cuadrado perfecto: 
[acos^0- bsen? gf =0 


team CALAPENSHKO 
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PROBLEMA 23 Eliminelav 
ITF 1 зеп tabx sec m. 


созх + cox e cscx = n 


A las dos ecuaciones vamos a sumar (1) a cada miembro: 
senx+tanx+secx+1=m+1 
cosx+cotx+csex+1=n+1 


Ordenando en cada caso; y pasando a senos y cosenos respectivamente; 


PL AA „ш 


сок. 
et БО o 
senx 


Dividiendo (3) + (4), resulta : 
@ «зепх)(@ + cosx) 


| 


(e cosx) + senx) 


Luego reemplazando en la ecuación (3): 


tati) 
EEE 


med 


Ча? -п?+2т+2в+2 
(m+1)(n+1) 
ls e Rin 


=m 


ato e eec tx 


Operando: a. tanx+a. anx + b€. tanîx _ 


Pasando a un solo miembro: 
astan "xe. tan xX +a. tanx + b =0 


Se observa que es una ecuación cúbica entonces hay que recordar: 
ах? e bx! sex ede 
D nenene” 
Î) xx + XX * XX» 
ü) xps «-@ 


Entonces podemos deducir; por la parte (iD y que las raíces son: tan a, сапр, tan0 


n1 
e Le2senx. cosx = (senx +cosx)* 
° 1-2senx; cosx =(senx— cosx)? 


-ашшышшшышттишитицызпш 277 murice tuer 
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LIBRO Й MATEMATICA n ДА 


De la condicion: P= Veces x. (Le ra) 


Remplazando lo ya conocido: 


GC perma tdi 


Recordar: 
Valor absoluto: | 
x; Six «0. 
Six 20, 


Para eso nos tenemos que ayudar con la C.T. 
Y 


Se observa de la C T: 
зеп x—cosx>0 


Luego verificando: 


Pajic esen) |14 | sena scos]. |sen conn] | 


Aplicando la propiedad de valor absoluto: 
P= secx.cscx [1- (senx + cosx) (sen x — cosx) } 


= secx.csex f1- Gen x— costa) } 


P= secx.csex f1—sen?x + cos? x } 


P= secx.csex (cotas cox } 


Pasando a senos y cosenos: 


Reduzca: 
Е = cscx(senx + зеп?х) + secx(cosx + cos? x) 


А2 
D) sen x 


DE o04 


E) cos x 


De la siguiente identidad: 
senx — senx 
l-cosx Tecos 

Halle el valor de “m”. 


= тих. 


№-2 
0)2 


DEI o1 


DEI 


Indique el equivalente de la expresión 
tan? x + 2sen°x 
тап?х + cos x - 1 


w- 
^ 


су sexa 


D) 


Hay diferentes formas de expresar la 
respuestas, marque la que no 
corresponda: 

А) зеп? знах 

B) гапїхсзсх 

C) tantxscex 

D) se? x-secx 

E) co8xsecx 


7 


E- 


De la siguiente identidad: 
sen*x(2— cos! x) + созї x(2— seni) = 
=a + bsen'xcos x 
Halle: a +b 
DE 9-2 9a 
21 252 
Reduzca la expresión: 
cose | senta, costx | sent 
Tesen’y Italy '1+ск®у 1-corly 
Aenx — B)csx — C)seny 
D) cosy Lr 
Si la siguiente igualdad: 
senc cosa 5 
и r= ep m 
зепх сох ^ Cose xcix 
Es una identidad. 
Halle: À + B +С" 
na в-2 o1 
»2 юз 


z n э 
А 16 8) 12 O36 

x E 
D) тє Bis 


bp rid L 


8 Sise cumple: 
senz + cos®x = 2 
Halle: 
Kese x + senta 
ма m5 os А 
D7 DII Dd 


10, Determine el signo de “О” en cada uno de 
los cuadrantes (1, П, Ш, IV) f& Si se cumple: 
Q= cot + sen x= sex 


La tanê 
+tan0 + cog = Lt tanê 
1s tanê + corê = tane 
^ 3 
» Halle: 
© cotê + tando 
D 
5 En B2 ©з 
0-1 50 
$f. Si se cumple: 
1- senx = (1 + cos 0 (1 cos) 
Mae 7. ema 15 sk 
K = cor! xG сох) acos? x + bien? x 
1 з Resuelva: 
An ы 93 asen? x beos?x 
5 
DEG LES 
3 3 Aja*b-c B)b-c-a 
12 Si senx+cos x= seno p ith 
£ c 
sent cost x hece 
Halle: 16. Elimine “x” a partir de: 
M = senê (1 + seno) a cos x + b sen x =m 
a sen x= b eos x = n 
NA во 91 
эз DE A atb-men 
B) a-bem-n 
13. Dela condición: O dto 
secx tanx cosy 
3 BETÊ 
Halle "cor? y" 


1, 


n 


A bb+D(a+1)=1 
в) a(a+1) 6+1 
O ba-D(a-D 
D) Ма+1)(а-1) 
E аа+) +) =2 


Elimine la variable angular “x” de: 
tanx + cotx = Vm. J 


зепх + cos x =n 


С) (Der 

D) m'-nel 

E m'ü-mel 

limine la variable angular “x” а partir de: 


(Lesen 0(1 + cos) = $ (0) 


(1+sen x)(1 = cos 1) -i 


Siendo a y b positivos. 


A Маъ 
m vasea 
O va-r 
D) a+b=2 

B a+b=1 

Elimine las variables angulares "x" e “y” 
de: 

а. cost cosy = 2(1 + senx seny). 


Si se verifica: 
Sseng-3cos4= /34 


Q = asenê + Scot 
DEI mı Q2 
04 E 
Si se cumple: 


(senx +40 + (cosx +3)? = 36 
Halle: "sen x + cos x" 


лов в)09 ом 
D) 1,2 БЕ 
equivalente de la expresión: 


Ral- cotes cot*x - сох + 


A sx В) сох ОС) ах 


D) cox E) sectx 


Para un ángulo agudo que mide "0" se 


25 


a. 


El producto de 5 razones trigonométricas 
de un ángulo obtuso es 2. ¿De que ángulo 


se trata? 
A) 105° в) 135° Qs 
D) 165° E) 120 


Elimine la variable angular “x” a partir de: 
а.зесх =Ь.сзсх = c.cotx 


A) aa +b?) = biet 
B) аз? с) = 
Ф) Ба? rma 
D) «а? +b) = ab? 
E) bate b?) = ath 


Halle: 

Y= senxcosx. 
Si: 

cotx- cosx = 1 

Ya СА 
AE NC O J-1 
p X 

Si se cumple: 

see x= tan x = sen x 
Halle: 

W = (1+ зеп) + senta) 

A05 Bi © 1s 
0)2 E25 


EDD ——= 


29. Halle la suma de todos los valores 


enteros de "K" que cumplen: 
senta + cos? x < < sec! x + cse! x 


БИ вз os 
0)7 Б] 


Reduzca: 


senê sena senê 


E=: paesan агсанд e, 
“sena « cos соза -senü sena -cosü 


EJ 
в) 
о 
cosa 
Peo + sena 
sena 
Ыт 
Reduzca: 
sen*x (1+ sen? x) + cos" x(1+ cos? x). 
sen x (1- sen! x)+ сой x(1-cos? x) 
a-s в)-4 9-3 
D)-2 B-1 


Halle una expresión de ri, para el cual la 
igualdad: 
n EEX sen e vers(tanx+cotx) 


esunaidentidad. 
Алаах 


Оох 
D)-cotx 


33. Delasiguiente identidad: 
Cosx-senxel cosx+sen: 
созх+вепх-1 cosx-senxel 


Halle: m-a* 
A-2 в)-1 оо 
mi 92 


М. Si nex x 
Halleel рен 
2+со?х 


ЕЕ. 25 
зесх csc x-sen^x tan x 


oo 
592 


N-2 
D 


B)-1 


35. Halleel equivalente dela expresión: 


- [ese x«3sec* x 
Eom M 
Si xe mc 
A) Aranx—cotx) — B)v2secxescx 
C) 2 secx sex. 
D) secxesex E) -2(tanx + corx) 


36 Sisecumple: 


tanto + сод = 14 
Además: 0 e IC 
Halle: 
K = (sec + csc0)? 
N4 в)в оз? 
0)20 E24 
37. Dado: 


a cosx seny + b senx cosy = 0 


sen x — cosx + зеп?х = 0 


Halle: 
M = csex + senîx 
юз mo oi 
m2 E)-1 
Dela expresión: 
согхвеса + cscx. Nx 
cotxsecb + cscx. = anb 
Halle: 
sech 
Tpsecasecb 
A)-senx B)-cosx C)-unx 
D)cosx E)senx 


seco ~ secto 
Halle el valor de “cosx” 


A) tano. coti B)cot0.tanp 
C) seno. coi 
D)tan0.tanó E) cott. соф. 


Halle N, de la variable angular sabiendo 
que es independiente dex": 
N=senfx(1—msertx) + coss (1 псоў) 


a= cosx + ex 
b= senx.cosx 

¿Qué relación debe existir entre "а^ y "e", 

рага que b = f(a; c) adquiera solo valores 

reales? 

А) ас-ба+120 

B) ac-6c-120 

C) ae-6ac+120 

D) ай + бас-120 

E) а22-3ас+220 


44. Elimine la variable angular "0" de: 
msenê = exsecó . cov 
2-п = vers0 + cov 
A) mint ma 
B) m+ 1) = 2-1 
C) m«lenü-m) 
D) пё=2т+1 
E) mn-1 = 2m? + n? 


45, Elimine las variables angulares "еу de: 
sex + esely = 


А rema Bb? 
brea 


Шуа? се Буа? +e=b® 


{ê. Si el valor de “0” corresponde а un ángulo 
agudo, КӨ) = SÊ. tan- сог. coro 


senü- cost 
¿Cuál es el mínimo valor entero de f(0)? 
ла D os 
0)10 Е)12 


AAA 


A)445  BMSS — C)46,5 
D)475 54855 


¿Cuál es el menor valor de la suma de los 
cuadrados de las seis razones trigonomé- 


tricas de un mismo ángulo? 
as 56 o7 
Ds 9 
Sk 


(бап?х + cox) = sect x+ csc x 
Halle: 
ا‎ 


A 
D ка) F6) FB) 


A1 B075 С)0,50 
D) 0,25 E)0,20 


De la siguiente condición: 
sex cox 1 


A 204 p 
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Conocerel desarrollo de las razones trigonométricas con arcos dela forma “а + 0" ó 
"a 


APORTES DE LOS ÁRABES A LA MATEMÁTICA 


La contribución árabe a la trigonometria nos a reseña Bell dela. 
siguiente forma: 


"Los árabes adoptaron y desarrollaron la trigonometria hindú. 
El primer progreso notable se debió al astrónomo Al-Bartani 
(muerto en el 929), en el siglo IX. Si bien en realidad no fue el 
primero que aplicó el álgebra en lugar de la sola geometría a la 
trigonometria, este astrónomo matemático fue el primero que dio 
un gran paso en esa dirección. Us además del seno hindé, la 
tangente y lacotangente, 


En el siglo X se calcularon tablas de estas dos últimas, y también 
pr A in 
ped hae cupere 
años en el futuro, nada em su obra se parece mucho a la 
See ene d B co MN 


De hecho, la función seno fue traída de la matemática india se supone que a través de un texto de 
astronomía india Surya Siddhanta. También sen y cos fueron incorporadas de los hindúes. Las 
funciones tangente y cotangente si son de origen árabe. 


Abul Wafa había realizado un estudio sistemático de las 6 funciones trigonométricas, y en 
particular dio las relaciones: 
senta +p) = sena cos + cosa senfî 


El interés enla trigonometría por parte de los árabes se vio potenciado cuando entraron en contacto 
con las tablas de los hindúes. De hecho, la finalidad básica era mejorar la exactitud de éstas. Un ejemplo 
notable es el de al-Kashi que calculó el valor de sen con una exactitud de 16 decimales, usando un 
método iterativo que aparece en su libro Risala al-watar wa'ljaib (se traduce como Tratado sobre la 
cuerda yel seno), y que suponía la resolución de ecuaciones de tercer grado. 


Existe consenso entre los historiadores de las matemáticas en que la figura en este terreno más 
importante fue Abdul-Fath Umar ibn Ibrahim al-Kayyami, Omar Khayyam. Dio reglas para resolver. 
ecuaciones cuadráticas y un método para la resolución de ecuaciones cúbicas con raíces reales, en la 
tradición de al Kwarizmi. Ofreció algo parecido al triángulo de Pascal para los coeficientes del binomio. 
También, intentó una demostración del postulado de las paralelas de Euclides. 


team CALAPENSHKO 
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Hasta el desarrollo del capitulo anterior, nuestro trabajo con las identidades, estaba orientado 
directamente a establecer relaciones entre las razones trigonométricas de un mismo arco. Nuestro 
objetivo, sobre la base de los capítulos anteriores, es relacionar las razones trigonométricas de un arco 
en términos de otros, cuya relación directa sea de adición y / o sustracción. 
Por ejemplo, para desarrollar “sen(3x + y)" podemos hacerlo. 

а. sen(3x + y) = sen3x cosy + cos3x seny 

b. sen(3x + y) = sen[(x + y) + 2x] = sen (x + y) cos2x + cos(x + y) sen2x 

<. sen(3x + у) = sen [2x + y) + x] = sen(2x + y) cosx + cos (x + y) зепх 
entre otras. 


Como podemos observar, es posible la descomposición del arco de múltiples maneras, es por esto 
que el estudiante debe comprender, que un primer paso es conocer las identidades y luego debe tener el 
criterlode cómo usarlos, 


| IDENTIDADES DE АКС, 


porta 


pone S 2 o c le 


Ejemplo (1): 
sen45° cos30* + соз45° sen30* 


HH 


4 


соз 67°= cos(30* + 37°) 
соз 67°= соз30° cos37^ - sen30* sen37* 


(S99) e 


Ejemplo (3): tan 82°= tan(45* + 37) 


сов 67" 
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Ejemplo (1): sen 7° = sen(37" - 30”) = sen 37" cos 30° - cos 37° sen 30" 
FOE 

Ejemplo (2): соз 15° = cos(45" - 30") = cos 45° cos 30° + sen 45° sen 30° 

EEN. жа 


Ejercicios: 
1) sen*7x = sen?2x  sen(7x + 2x) . sen(7x — 2x). 
= sen9x . senSx 
2)  cos40*- sen 20" = cos(40* + 20°) . cos(40"- 207 
= созбо" соз20° 
3) + tanSa + tanda + tanBa . tanSa . tanda = tana 
* (00407 + tan20* + 3 tan40* tan20” = tan60° 


Ejemplo (1): 3senx + cost = V3 +4 sens + $) 
3senx + 4cosx = 5 sen(x + $) 


sen = ^ casó 


ATI e r EAS 


NOMETRÍA 


Ejemplo (2: а. Fr < Geme4cux < iat 


b. -ASPIC = Sem-2csx < (SF CI 
< AGE +GP < VF senx 2 cosxs Y + Gay 


| 05SERVACIÓN: 
Por su frecuente aplicación es recomendable que usted recuerde: 


Ejemplo: зеп10°+ соз10°= /2sen(10%+459) = /2senSS* 
МЗ sen35" -cos35* = 2sen(35* -30°) = 2sens° 
зеп5°+-/3сов5°= 2зеп(5° 460*) = 2sen65° 


L Ska+p+0=nmneZ 


ШЕШУ литемАтсал А 


Las demostraciones de las identidades anteriores las realizaremos a partir de la demostración de la. 
siguiente identidad: 
совба-0) =cosacosó+senasenú 


consideremos dos arcos en posición normal a y 6 en una circunferencia trigonométrica como se 
muestra en la figura , donde mPQ=a-0 y también se muestra un arco AM en posición normal cuya 
medida es a-0, 


 Q(coso; sen) 


Notemos de las figuras anteriores que los segmentos FQ y AM tienen la misma longitud, es decir 
PQ=AM 


Por distancia entre dos puntos tenemos: 


PQ = (cosa - coso)" + (sena - sent)? 


efectuando: 
PQ = 2—Жсова созд + senasenb) 
asimismo: 
АМ = a -cos(a 0) + (0= senta - 8) 
Simplificando: 
AM = соңа -8) EI 
igualando (1) y (2) obtenemos: 
2- 2cos(a.— 6) = 2- 2(cosa cos + senasent) 
de donde: 


| 290 pt anenee 


team CALAPENSHKO 
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De esta manera queda demostrada la identidad para el coseno de la diferencia de dos arcos, donde 
es válida para cualquier a y 0 real. 
Utilizando la identidad demostrada arriba, tenemos: 


1. costa + Ө) = cos(a - (-8)) 
cos(a + 0) = соза соз(-0) + senasen(-0) 
созба + 0) = соза соз0 + sena(-sen0) 
luego: 


2. senta +0)=cos|5-Ca+0)] 


senta s01-0o[(3-a)-0] 


2:5] 


sen(a +0) = sena сохд + cosasent 


ЕССЕ 


Cm 


Luego: 
twitter.com/calapenshko 


3. senta—0)=senfa+(-0)] 
sen(a — 0) = sena cos(-0) + cosasení-0) 
sen(a ~ 0) = sena cosó + cosa(-sen8) 
efectuando obtenemos: 
зеца = 0) = sena cos0 — cosasent 


4. tan(a+0)= E: 
sena cos0 + cosasenü 
cosacosb - senusenü 


dividiendo numerador y denominador por cosa cose 


tanta +0)= 


tan(a+0)= 
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LIBRO. i р MATEMÁTICA 17 ДА 
"SENO DE LA SUMA Y DIFERENCIA DE DOS ÁNGULOS SEN ( + É) Y SEN (6 “0 


Para demostrar estas identidades hay diversos métodos. Emplearé en este caso el método gráifco, 
pero antes es bueno recordar: 


* En la circunferencia trigonométrica ubicamos dos ángulos a y Ө como se muestra en la figura. 


[ 


Se traza MP entonces: МР = епа +6) ..(1) 


1 OQ, entonces el Es OFP se cumple: 


PF =seno y OF = cost 


Se trazan FG 1. OA y FH 1 MP formandose los triángulos rectángulos OGF y РНЕ. 
En el OGF 


Se deduce: 
GF=cosê sena 
OG « cost cosa. 


En el ISPHF 


Se deduce: 
HF=sen0 sena 
HP- senü cosa 


* Observar que: МР = МН + HP 


m rie 


* Ordenando queda: 


1944. 


cos(a + 0) = cosa cos0 - senasend 
cos(a — Ө) = cosa созӨ + senasend 


Para demostrar esta identidad usamos las figuras de la demostración anterior. 
* Observar que: — NP=cos(a+0) 


* Pero: 


Además: 


Entonces: 


* Se traza el eje de tangentes. 
* AS=tan(a+0) -0) 
* Se prolonga el lado final de a hasta intersectar al eje: 
Entonces: AP=tana у OP=seca 
* Por P levantamos una perpendicular a OP hasta el punto Q. 
Formándose el triángulo rectángulo ОРО 
РО 


seca 


tanê => РО = sena and 


` Por Q se traza una perpendicular а FS formándose el triángulo rectángulo PRO, además se obser- 
va que ZQPR=a. 
Entonces: 


= cosa = PR = POcosa 


secatanücosa = PR =tand „además: 


ana => QR = PR tana = QR = tan Oran a 


m 
PO 
PR 
a 
Pi 


* Enel triángulo rectángulo QRS: ¿SQR=a-+0 


PEL ©йгал(а + 0) = RS = tana tan (a + 0) 


* De(1) = AS = tan(a +0) 
Dela figura: AS = AP + PR + E 
Entonces: tan(a + 9) = гапа +tan0 + tanutanOtan(a +6) 
> tan(a + 0) - tana tan0tan(a + 0) = tana tan 


tan(a 0) (1 —tanatan0) = tana + tanê 


team CALAPENSHKO 


senta  6)sen(a — 0) = sen^a — sen? 


cosa +0)cos(a = 0) = cos? asenê 


* Sabemos que: 


senta + 0) = sena совӨ + cosasenü. E 


senta — 0) = sena созӨ — cosasenð D 
* Multiplicando (1) y (2): 
senta + 0)sen(a — 0) = sen?a cos? 0 — cos? asento 


l-sen'ü 1-sen'a 
= sen^a(1 — еп?) - (1 - sena )sen*0 
= sen?a — sen^asen^0 - sen?0 + sen"asen?0 


= sen?a — sento 


senla + OJsenta — 0) = sena — sento 


Desarrollando: = (cosa совӨ — senosent) (cosa.cosO + senaseno) 


= сов? a cos? 0 — sen?asen?0 
= cos? a(1 — sen?0) - (1 — cos? a)sen?0. 
= cos? a — cos^axen 0 — зеп?Ө + sen êca 


= соз? a -sen 


cos(a + Ө)соз(@ — 0) = сов? a — sen^ü. 
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QD | rnarino- ee 


senta +0) 


cota + cot = 


DEMOSTRACIÓN: | 


TRACIÓN; 


«лапа + tang = ER , send 


соза ` cos0 


sena cos0 + cosasend 
соза cost 


tana + tanû = 


z [апа + апо = 3000940) 
cosacos O 


* tana апо = Pena sen 
Cosa соб 


vana — tano = Sena cos0 - cos0sen0 
соза соз 


В tang 509-0) 
апа tano = а) 


ш) 


tanta +0) = tana + тап + tana tan Otan(a +0) 


tana tan 


E 1-tanatanê 


тацба +0)(1-tanatan0]= tana + tant 


tan(a + 0) — tana tan@tan(a +0) = tana + tanê 


tanta + 0) = гапа + гапӨ +tanatanOtan(a + 0) 


1 (a b]cR 


asenx + bcosx = Ма? +b? sen(x +$) 


donde: 


b a 
‚= EPI d RI 
TL — Va? + b? < asenx + bcosx < Va? + b 


DEMOSTRACIÓN 


D asenx + bcosx = Va? +b? sene +9) 


Multiplicando y dividiendo por Va? + b^ obtenemos: 


mtn TF (os: gen] 


Definimos ф de tal manera que: 
Dom ی‎ 
la? +b? 
dew, b 


cpm 


Entonces, reemplazando: 
asenx + bcosx = Va? + b? (cosésenx + senócosx) 


a +b sen(x +¢) 


asenx + bcos; 


1) Debido a que sentx +6) e [-1. 1], es decir: 


As sen(x+$)51 


multiplicando рог Ya? «b^: 


Va? + b* < Va? + bsentx + ¢) < Va? +b 


PROPIEDADES PARA 3 ÁNGULOS: 


L Si а+р+0=пупє® 


tana + tanê + tant = tana. tan f. tan û 


сого. сор + cotj.cot0 + cota.cotü = 1 


DEMOSTRACIÓN 
Como a+ B+ 0 = nr 
= tan(a +B + 0) = tan(ns) 


хапа + tan + 0) _ 
l-tnatan(f +0) 


= tana +tan(8+0)=0 
= tan(B+0)=—tana 


tanf + tano 
l-tanf tanü 


= tanf + tanê = —tano(1— tan tanê) 


> | tana-etanf s tan0 = tanatanf tanê 


dividiendo entre tana tan f tan se obtier 


сога. сотр + corfcotO + сога. согд =1 


s  —— — —— 


IL six+y+2=(2n+DÍ;neZ 


сога + cot y + сога = cot x coy.cotz 


tanx.tan y tan y.tanz + tanx. tan: 


DEMOSTRACIÓN 


z 
+y +2= (2n +1) 
x+y +2=(2n+13 


-2n+D&- 
x+y = (n+ D-2 


> tanx.tanz + tany.tanz =1 tanx.tany 
> гапх.гапу + tan улап: + tanx.tanz = 1 
Dividiendo entre tan.tany.tanz se obtiene: 


согх + COL y + cotz = cotx.cot y.cotz 


= зеп40°соз20° + sen20° cos40° = 


* зеп17°сов13° + sen13°cos17e = 


* зеп23°соз14° + зеп14°соз23° =... 
* зеп40°сов10°-зеп10°сов40° =... 
* зеп55°соз10°-зеп10°соз55° =... 
* sen42° cos265—sen26°cos42° 


Reduzca: 


° cos20°cos10°-sen10*sen20° = ..... 
* сов80°сов10°-веп8О°зеп10° =... 
* соз16°сов14°-зеп1б°зеп14° =... 
° COr30? cos 15" -sen30^sen1S? <... 
* 00х65" cos209- senóS*sen20? = ..... 
* cosG0? cos" — веп60° sen7* 


Simplifique: 


tan dx 4лап2х _ 
T- tan3xtan2x 


tanóa + tana _ 
l-ünGatn2a 


tan(x 20°) + tan(x + 20%) 


+ cos(a+0) 


+ otan(a 8) 
+ senta-0) 
* cos(a-0) 
лақа) = 


Reduzca: 
tan3x+tan2x+tanSxtan3xtan2x 
tan40°+tan20°+/3tan40°tan20° 
tan23°+tan22°+tan23°tan22° 


tan3x-tan2x-tanxtanjstan2x =.. 
tans0°-tan30°-tan20°tan50°tan30°= .. 


моа алоча 


senx-cosx < 


1-tan(x -20*)tan(x + 20°) ^ 
tana anx _ 
Tl+tan3xtanx 

tan5x = tan 3x 
1+tanSxtan3x 
tan(2x + 30°) – tan(2x — 15?) 
Te tan(2x +30°)тап(2х 15°) 


Ззепх + 4совх 


. S 2senx-Jicosx < 
H < VTsenx+J2cosx < 


— < GB +1)eenar— (8-1) 


T —————————— 


A! a 


Resolución: © unx-075-jirelC 


*osey-26- ; xewe 


twitter.coi 


Usando la identidad: 
sen(x + y) = senxcosy + cosxseny 


(SE 


D E 
+ e-s 


Resolución: — Desarrollando M: М = соза + 2созасоз +соз? + sena + 2senasen b+ sen?b 
M=1+1+2cosacosh + senasenb) 
M-2«2cos(a- b) 


Usando el dato: 


Sabemos: 


tan8*= (aprox) 
7 E 
7 
tans" = tan(49° -41*) (por compuestos) 


1, tan49- tan]: 
7^ Tetana. anal 


«обу =x) = соз(х - y) 


sen(x - y) = 3cos(x -y) s» wa 
tan(x-y)*3 0) 


со(х+у)=1/2. n 
tan(x+y)=2 ......( en 


tan2x = tan [x + y) «(x -y)] 


— tan(x+ y) tansy) 
ЕЕЕ] 


Reemplazando (*) у (**) en (o) 


3+2 


BSc] 


тап2х=-1 


TRIGONYOMETR. 


L x+y+z=180° 


PES nn, 
Cot x cot y 


tanx+tany=3tanz 


Se cumple por propiedad: 
аах + tany etanz = tanxtanytanz 
Зап: +tanz=tanxtanytanz 


4=tanxtany 


tanx=4coty 


team CALAPENSHKO. 


АТЕМАТІСА II. 


запа = 3. Е, 
pz 
ml Ê meet 


mato 2% 


Pero de (3): tan(2a + 0) = tanfor +(a+0)] 


tana лааз) (a 
nr 7770 


Reemplazando(1), (2) y (3) en (°) + 
3,8 


* sen? x— sen y =sen(x + y)sen(x -y) 
* Si:0+P=180"=seng=senf 


OBS:A+B+C=180* 
P=senA .sen(B-C)+senB » sen(C- A)+ senC. sen(A —B) 
P sen(B + С). sen(B = C) + sen(C + AJsen(C—A) + sen(A + B)sen(A - B) 


send + sen" C — sen? A + senta — sen?B 


Resolución: А+В+С=180° —0 


00-0): — cosA—senA = m(cosBcosC- senBsenC) 
jj Sos A—senA = mcos(B + C) 
cos A —senA = mcos(180* - A) 
СОА -зепА = -mcosA 
cosA(m +1) = sen A 
Entonces: tanA = ml т) 
(+G: — tanA=tanBranC (Multiplicando miembro а miembro por “tan A) 
Entonces: tan Atan BtanC = tan^ A ...... (iv) 


Reemplazando (iii) en (iv): 


tanA. tanB . tan C= (m1 


aaa KT ree” 
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FONDO EDITORIAL RODO: TRIGONOMETRÍA 


PROBLEMA 11 Sieltriángulo ABCesisósceles, calcule el valor de чапат 


Además: AM = MN = NB à 


ES c 


Resolución: — Trasladandoelángulo "o" tenemos: 


Sea el cateto del ААВС igual a 3n, entonces: 
AM = MN = NB = n 


D мус > tano tan(y -x) 
Del Bs gc: uax-l — 22246) 
3 


Reemplazando (i) y (ii) en (*) 


Resolución: — Minimo común múltiplo; además: senS2"- cos38* 


©З -1)зепз8°—(/3 +1)сов38° _ E 
«5083-5 


em Е 
2 k 


Multiplicando х XE, tenemos: 


em (et). 


Entonces: — sen15*sen 38°- cos157cos38" = È 
3 -cos(38°+15°) = i 


Consideramos r = 1 (radio de la circunferencia de centro 0) entonces el radio 
del cuadrante АОВ: t 
Ол =ОВ=ОР=/2+1 


Prologamos AP A CP y se trazan perpendiculares a las prolongaciones, formando 


dos triángulos rectángulos (AQP A PMC) 
Del gráfico unici may =} 


Resolución: Del dato: (ángulos compuestos) 


senx + cosy = cosxcosy —senxseny 


cosy- совхозу = -senx -senxseny. 
созу - cosx) = -senx(l + seny) .......(1) 


зза лышы шак 
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— _ senx(1-seny) 

= K= шуй тена) 

Multiplicando por la conjugada al numerador y denominador convenientemente: 
= 


p- зех senyYQ + senyX1 — cosx) 
©озу(@ + cosx) (1 -cosxX1 + seny) 
px 


K = Pen cos? уй - cos) 
cosy . sen? x(1 + seny) 


Resolución: 


Sabemos: 
sen? A - sen" B = sen(A + B)sen(A - B) 


sen(x + y)sentx — у)+ зеп(х + y) _ 


5 
sen(x «y)sen(x-y)esen'(x-y) 3 


sen(x + y)[sen(x—y) +sen(x+y)] 5 
Ed sen(r— y)[sentx+y)+sen—y)] 3 


Se obtiene: Ззеп(х + y) = Ssen(x-y) 
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БЕ E nc] 
р мы ss 
acra PRECES URN) e 
NS 


Bcosxseny = Zsenxcosy 


дзету _ لعو‎ 
сну cosx 


tanx=4tany 


Se observa del AAPQ: 
907x490 —y -180* 
a-xey 
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Sabemos: 
tan(A + B) = tan + tanB + tanA . tanB . tan(A + B) 


Nos piden: G=tanx + tany + tanx. tany . tana 
i 
y) 
Luego: б=гапа ..... 


Hallando el valor de “tana” 
Asumiendo ángulos al gráfico : “v” y “4” 


Como: y+a+o=90 


Por propiedad: 


senta —sen*p = senta + [)sen(a —р) 


= tan x . созбу =z) . costy +2) 


зебу +z) sen(v-2 at 

cos(y +2)" cos(y-2) 

tan(y +z). tan(y-z) = tan? x 
MAA AE 


ta? y - tanî z = tan? x tan? ytan? tan? 
Luego: san? y - tan? x = tan^z — tan" yran?xtan?z 
Factorizando en el segundo miembro "tan? z" > 
tan? y tan? x = tan? 01 — tan? y tan? x) 
Diferencia de cuadrados: 
(any -anD (tany + tana) = 


tan z. (1 tany tanx)(1 + tanytanx) 
Wany-tanx) (anyetanx) ш, 
@ + тапугапх) 0 —tanytanx) 


тңу-х) . tan(yex) =tan?z 


Sabemos: 
tan(A + B) = гапА + tanB + tanA . tanB  tan(A + B) 


Del дио: 0= tanx +tan2x + tanxtan 2xtan 3x + tan 2x + tan 2x tan3x tanSx 


== 


@=ап3х + тап2х + tan2xtan3xtanSx 


TRIGONOMETRIA: 


эл 
acm 

E: 

t 1 


€—— OSA 


Milipliando por 2: -VZ < (я але) Узен $+ Уа) 
Es K < senlán+cos ln 
X e[A2 ; sens dS coss) 
тета sar 315 ai immer rE” 


PROBLEMA 20 Se tienen dos circunferencias C, y C, de centros Ov, O, y radios R y r 


Resolución: 


respectivamente. Ambas circunferencias son tangentes exteriormente entre síy a 
una recta — en los puntos P y Q (P € C, y Q € C3) Siendo “9” el valor del ángulo 
formado porlos segmentos FO; y QOj, además tan =2, Calcule “R/r”. 


Graficando: 


Del Бърдо, : 10) 


Del Esopo, 


Además: 


team CALAPENSHKO. 


Trazamos la altura BE, formándose el rectángulo BCDE, luego: 
DE-2 ; BE=3 


x-2 
0م‎ - 5-2 


12 2 
maos y алфа 


7 tanê - tanê 
E i radar 
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Resolución: Сото: О A+B+C=180 
Entonces: A+ B=180%-C 
Cos(A + B) = соз(180°-С) 
Desarrollando: cosAcosB-senAsenB--cosC 
cos AcosB + cosC = senAsen B 
Elevando al cuadrado: 
(cos AcosB +cosC)* = (sen Asen B)? 
sor! Acos? B + cor! C+ 2cosAcosBeosC = gent , sent 
PN асел) а-в) 
Д ` 


p A SA 


Resolución: — Efectuando cada una de las sumatorias dadas: 
sena, «sena; ^ sena, + sena, + sena =0 
cosa, + cosa, + cosa. «cosa, + cosas = 0 


DeC: C=sen(a,+0)=sen(a,+0)rsen(u, + 0)+ sen (a, +Ө)+ sen (ag + 0)+ 
cos(a, +8) cos(a, +0)+cos(a, +0)+cos(a, + 0)+ cos(as +0) 


—=—===>xswss= 318 DTT aenoT 


l u us 


Desarrollando: 


o ° 
C= (ena, +зепа+...+епо; )cos0+ (Cosa, +cosaz4..+cosaz sent 
o 


° 
(Cosa, «cosa... cosa; Jcos0- (Sena, +sena,+..+sena seno 


Resolución: Expresando en términos de tangentes para hallar “tan (A — B)" 


nA (ando. а) (1+ tarîx kan 
tanA —tanA . tan?B . arx = tanê + tanB , tarîx 
É A 
tan A—tan В = tan B. tan^x(1 + tan A. tanB) 


Finalmente reemplazamos el valor de tan(A - B) en la expresión Е: 
ED 
E=secx.tanB—tanB. tar x 
E= tanB (sec2x - tarîx) 

Pe YS 


=== ETumaya=zr-s=mas=s=sa 


A 


Notamos en el gráfico; _ 


9 tan(20 +é) = tan|[(0 + 9) + 0] 


Li 
n 


Resolviendo: 202 =18 ә n=3 


———— 
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büscalo en la red. 


Atentamente, el GRUPO CALAPENSHKO 


28 de agosto del 2020 


dle 


+ 


Cuál o cuales de las siguientes igualdades 
son identidades: 


L 2sen(x + 30%) = 3 senx + cosx 
Ш. sen(x + y) sen(x — y) = sen°x — sen°y 


m. ae = SD 


A) Solo 1 
D)1 yl 


B) Sololl C) Solom 


E) Todas 


Siendo “а y fi" las medidas de los ángulos 
que cumplen: 


paure ce 


Halle: “соза” 
Y Ya 22 

юзу D o^ 
з 2 

LES Ei 


5 
N2 вз oi 
7 
05 
En un triángulo ABC se cumple: 
tan A + tan B = Stan C 
Hallar: 
cos(A B) 
Tos A cos B 
БЕ в)-6 o6 
2-5 Bs 


E 


©з 


3 
Bs 


Calcule aproximadamente el valor de: 


sen22* | cos22° 


к E E 


A)0,2 B)0,4 


D)0,8 


©0,6 
Lr 


Calcule el valor de: 


Reducir la siguiente expresión: 
P = (sen3x+cos3x)(sen2x-cos2x) + senx 


A) sen 5x 
D) -cos 5x 


B)cos5x О) cosx 


E) sen 5x 


10, Eliminarla variable angular "x" de: 


sen(x—45").sen(x+ 45°) = m .....(1) 
cos(x—60.cos(x+ 607) =n (2) 
A)m+n=0 В т+п=1 
3 
= Y 
Om 
D)m.n--l Dmae 
ff. De la figura adjunta, hallar “tan у^. 
Dato: AB = 5; CD = 3; BC = I3 
у 
с 
А D 
DEI 5-2 оз 
DE D-5 
5 Ya № 
AX D ox 
У 1 
DES LE 


1. 


74 Silos catetos de un triángulo rectángulo 


15 


m 


son: ^senx + cosy" л “seny + cosx", 
Hallar la longitud de la hipotenusa del 
triéngulosi: 


x+y=30° 
юл DEZ о 
0)2 DEZ 
Si: tan(x + y) = 
Además: 
тап?х tan?x папу =1 + tay 

Hallar: чап =y)" 
a Da Ca 
D)-x gi 
si 

tan3x + tanx + tandx. tan3x. tanx = 3 
Siendo*x" el valor de un ángulo agudo. 
Hallar: 


м „ tan3x + tan2x + tanSx, tan 3x. tan 2x. 
тап2х + tanx + tan3x.tan2x.tanx 


445-1. B2445 02-5 
D) 3+1 51 
Si se cumple: 

C0569" + cos21" tan12" = m cosS7* 
Indique el equivalente de “sec78% 
Am 

= 
D E)2m 
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TRIGONOMETRIA 


a -3 DEI 


КД as 
^M LE ©з 
CE LI 
3 
21. Simplificar: 


J = sen(x—y)senz rsen(y -a)senx rsen(z-x)seny 
ч зепх , seny . senz 


DEI D 
o0 
D) хужа) Eos +y +z) 
22, Si en un triángulo ABC se cumple: 
(1-tan A) (1-тапВ) = 1 + tan C 
¿Luego C mide? 


A30" 
DES 


B37 Cas 


E) 6o 


23. En un triángulo rectángulo ABC (recto en 
C), calcular el valor de: 


3 
05 юз 


м = S60 A e B) sen A - sento 
senA . senB . cos(A +B) 


юз »2 
C) sen A. sen B 
D)ZsenAsenB E) sen B cos A 


26. Hallar el máximo valor de: 
Еа) en x 


A G DEZ © 55-2 
D) 3+1 E) J+ 
27. De la siguiente condición: 
B 
Пету) 


Expresar "sen (х - у)" en términos de a, 
bye. 


28. Luego de reducir la expresión: 
EGO —tanx+2ran2x+tan2x.tan3x(tanSx+tanx) 


Enlafigura mostrada: 
AD=x; EC= y; АВ=ВС 
Entonces: 
senta—6) 
Zcosacos9—sen(a+ 8) 


Hallar: чап ¢" 


A010. B022 © C) 0,333 
D) 0, 444 E) 0,555 


31, Del gráfico hallar el área de la región del 
trapecio ABCD, en términos de a" "9". 


A) sen(0-a) cos(8- a) 

B) sen(8-a)cos(0--a) 

C) sen(0+0)cos(0-0) 

D) sen(ê + a)cos(ê + a) 

E) 1/2(sen(0-a) cos(0-a)) 


MATEMATICA II 


Indicar la diferencia entre el mayor valor 
de А y el menor valor de B, tal que: 


Astecon о[ан) соян) <B 


A 5 в x45 [E 
D) -245 E2 


Del gráfico, calcular: “сох” si: АВ = 12, 
AD=10,DC=6 


pi c 
M 

A B 

зз 2 19 

А 56 LI © 48 

29 17 

DE БЕЯ 


Si en un triángulo ABC se cumple: 
tanA.tanB = m 
tanA + tanB = n, tanc 


A) m-n=0 
В) m+n=1 
© m-n=1 
D) 2m-n-1 
E) m-n--1 


Hallar “tg C" en un triángulo ABC cuyos 
ángulos cumplen: 


sen C = p. sen A sen .. 
cos C= p. cos A cos B is. 


(0) 


J 


^p B)p+1 С)р-1 
Dp Dp- 


36. Hallar "cot x" siendo A B C D un cuadrado, 
además AE = ЗЕР; BG = GC; AF = FG 


ES 
ANA 
^ 5 5 


(01:03 son centros y "T" punto de tangencia) 


A1 »2 ©з 
D)4 96 


38. Del gráfico mostrado halle: tan39 . tanê 


TRIGONOMETRIA 


B D T 
Aand В)сою C)2 + tanê 
D) 2009 E) 3+ tanê 


40. Hallar tan?x, expresado como producto de 


„жЕ 
A 


q 

A 
A) tanê. tando B)ran20.tan40 
C) tanê .tan40 
D)tan20.tan30 — E)tan40.tan60 


41. Si A, By Csonlos valores de los ángulos de 
untriángulo y: 
tan? лапА = tanB + tanC 
cot^0. tanB = tanA + tanC 
tana. tanC = tanA + tanB 
Cuál de las siguientes rel 
correcta: 


ES 
в) 
о 
») 
p 


© 
E 


Setiene un rectángulo cuyos lados son 
vers x y covx (medida en metros), 
entonces el máximo valor aproximado del 


área de dicha región rectangular es? 

2 
Aj42m  B)272m  C)S43m* 
0) 3,25 m° E) 291m 


En un triángulo. ABC, llar el equivalente 


M = (cot A + cot B)(cot B + cot C) 
. (cot C+ cot A) 


A) sena. senB 
B) cosA.cosB 
C) tanA.tanB. 
D) secA.sech 
E) csc. cB 


Si en un triángulo ABC se cumple: 
tanA + tanB = собх tanC. 


tanC + tanA = соё. tanB ..... (iii) 
Hallar: 
Е = зеп?х + senty + sena 


aos B) 0,75 o1 
D) 1,5 E)2 


ATEMATICA II 


T tan 
e= an 
Hallar: K = tan5x + tanx 
№1 92 оз 
Da 95 


Dadas: VOJ = tan(S + x) = tan(10 + x) + 

+ tan(S + X) tan(S -x)tan10 
QU) = тап(5- х) + tanx + V2 tanx tan10. 
Halle "sce'(x + 10) + cse*(x + 10)" 
Cuando: Уб) + QO) = 0 


2 E 3 
a m») oj 
з 2 
»$ n 
Siendo; SEE. 2, LE 


суй 


Halle el equivalente de: 
хоо) 


A8 B2/8 On 
D) 48" 5-45 


Reducir la siguiente sumatoria: 
S = tanx . зес2х + tan2x . secáx + 
+ tan4x . sec8x +... 


términos 


A)tan2x-tanx  B)an^2x-tanx 
C) tan" 2x- tanx 
D)tan2x-tan"x E) tan2"x-tanx 


a O GLE - 
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Aplicar correctamente las propiedades que se establecen entre los arcos узш 
auicm EH A A tes 


ABRAHAM DE MOIVRE 


Matemático británico de origen francés, Abraham de Moivre 
nació en Vitry-le-Frangois, Champagne, Francia el 26 de mayo de 
1667 y murió en Londres el 27 de noviembre de 1754. En 1685, 
Louis XIV revoca el edicto de Nantes y comienza la persecución 
relígiosa a los protestantes. Se produce la expulsión de los 
hugonotes. De Moivre marcha a Londres, donde se convierte en 
instructor privado de matemáticas. Enseñando también en los 
cafés. 


En esa época estudia el Principia de Newton, un libro recién 
publicado e intenta sín éxito obtener una plaza de profesor de 
matemáticas edn alguna universidad. Sin embargo, sus 
investigaciones si tienen éxito, conoce personalmente a Newton. En 
marzo de 1695, Halley comunica su primer artículo titulado 
Method of fluxions a la Royal Society. Siendo elegido, en 1697, 
miembro de dicha sociedad. 


De Moivre fue pionero en el desarrollo de la geometría analítica y de la teoría de probabilidades. En 
1718, publicó su libro The Doctrine of Chance: A method of calculating the probabilities of events in 
play. En 1711, ya había publicado una versión en latín en la revista Philosophical Transactions, La 
definición de independencia estadística aparece en este libro junto con problemas de dados y juegos. 


En su trabajo, Miscellanea Analytica de 1730, ya aparece la llamada erróneamente fórmula de Stirling, 
que usó posteriormente en 1733 para derivar la curva normal como una aproximación a la distribución 
binomial, La atribución errónea quizás sea debida a que en la segunda edición del libro en 1738, de 
Moivre da crédito a Stirling por una mejora de la fórmula. 


De Moivre esrecordado porla fórmula que ya usó en 1707: 


"*= (cosx + isin)" 


La cual introdujo la trigonometría en el analísis, y que fue importante en el desarrollo de la 
aritmética de los números complejos. También, en su obra Miscellanea analytica, publicada en Londres 
еп 1730, aparece por vez primera la solución general de una ecuación lineal en recurrecia. Obteniendo 
mucho antes que Binet, la hoy erróneamente llamada fórmula de Binet para obtener el término n-ésimo 
dela sucesión de Fibonacci: 


team CALAPENSHKO 
вно uec ATTI UN" 
CE m reper ce AA 
e ep terr ome еч ес 
owe ena 


Este desarrollo, facilitará al estudiante establecer las relaciones entre razones usadas, pues nos. 
permite desarrollar razones trigonométricas de arco igual y el uso de las identidades fundamentales, 


Dn 


Sabemos: 
L. sen(p + a) = senp cosa + sena cos .......... (1) 
Sea: pa 


Reemplazando en (1) tenemos: 
sen(a + a) = sena cosa + sena cosa. 


senza = 2sena cosa 


TL. cos (B + a) = cosp cosa - sen sena ............ (2) 
s 


Reemplazando en (2) tenemos: 
cos(a + a) = cosa . cosa - sena sena. 


Usando sena + costa 


tanê + tana 
a+ ау e... (y 
HI. tan(p + a) —r B) 
Seip =a 
Reemplazando en (3) tenemos: 
tana + tana. 
tana + a) = na 
“ ° 1-tana . tana 
EA 1 + tanda 
p tana 
ata | > 
Tanis 
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pu I 


Ejemplos: sec409+1=tan40".cot20" c enzo" cost ago, S 08807 


* sec40—1=tan40.tan20 . sen10°+cosf 109. 51300540" 
* cotl5°+tanls°= 2esc30* “gî Sens ноба 
E 5 unt. Li mo! ix + cos! 

cor -tan E= 2 cor $ FEL 


* En forma general si п y m son números enteros positivos, tal que al menos uno de ellos es 
impar se cumple: 


Ejemplo: 
ç. z ESTO EX 23 > 25 
enum S sen kco < ERES + 28 eee < y 


** En el caso de que m y n sean números pares positivos, se cumple que: 


P TRIGONOMETRIA 


Debemos entender que las identidades de arco mitad pueden ser deducidos como consecuencia 
directa de las identidades de arco doble. Así tenemos: 


s si meca с әт < 
de 


Observación: Si: x c [0; x] se cumplen: 


зза) la a a e 


[Г PIATEMÁTICA LE А 


tans = Gra сна Cot Secret 


sc + se2x+ esc Ax + сзс8х +. 


AS ES 


sex — cse 2x = cscdx — csc8x =... 


 ge2"x = tan 3 - cozy 


Меп = pen eco СЕСЕ] 


шыш EE 


Ejemplos: « ал15" csc30=cot30" = 2- V5 
coe Rm 
а 
+ cot15°=cse30° + coto" = 2 
š D 
También: 


Ejemplos: + 
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TRIGONOMETRIA 


Debemos entender que las identidades de arco triple pueden ser deducidos como consecuencia 
directa de las identidades del arco compuesto y arco doble. 


L * senda senQa + a) 
senda = sen2a cosa + sena созда. 
senda = 2sena cosa cosa + sena cosZa 
senda = 2sena costa + sena cos2a. 
senda = 2sena (1 — sena) + sena (1 — 2sen'a) ...... en términos de sena 


fo senda = sena (3-4 sen?a) ........ factorizando sena. 
senda = sena (3-2. 2 senta) 
senda = sena (3 — 2(1 — cos2a)) 
senda = sena (3 — 2 + 2 cos2a) 


IL * coda = cos(2a + a) 
cosda = cosZa cosa - senda sena. 
совЗа = cosZa cosa - 2 sena cosa sena 
совЗа = cos2a cosa - 2 senta соза... en términos del cosa 
cos3a  (2cosa - 1) cosa - 2(1 — cosa) cosa. 


7* cosda = cosa(4cos'a —3) ......... factorizando cosa 
cos3a = cosa(2  2cos'a — 3) 
cos3a = cosa (2 (1 + cos2a) - 3) 


ш. tanda = tan(2a + a) 
tan2a + tana 


mna = anza ana 
зле 


Tanga апа 


team CALAPENSHKO. 


Бао 


DESPEJANDO: 


Ejemplos: + зед 60 = 3sen 20 - 4sen?20 = sen20(2c0540 + 1) 
° cos 12x = 4 cos! 4x — 3 costi = соуйх(2сов8х = 1) 
лап?7‹ 
tan*74* 
° вето" = 3sen 10*- sen 30° 
+ Aor Sr = 3cos5" + cosls" 
° же = 3seng"- senza” 


° ааа = 307 


Ejemplos: =. 4sen 505 sen]O'sen 70: —sen30" 
ЕЕ 


+ 4cos4Q cos20" cos80" = cos60” 
+ tani? . tan48" . tan72° = tan36* 


Sabemos que: 
sen36°= cos54° 
2sen18°cos18°= 4cos! 18 - 3cos18* 


Usando la identidad del arco doble y triple. 
2зеп18°сов18° = соз18°(4 cos! 189-3) 
2зеп18° = A(1- sen?18*)-3 


2зеп18°= 1- 4зеп?18° 


Formando ш ecuacion se segundo rado 
Asen18"+3sen18-1-0 
аматар 
za 


sen18°= 


sen18°= 


(por ser 18° agudo) 
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* sec2a+1=tan2a.cota 
ón: САБЕ Ж.; 
Solución: secta +1 +1 

EI. Les a-D+1 

7 cosa sena 


зена 
E pm T cum 


2. 2una-cota 


1-ал®а 
* сога «tana = 2ese2a 
Solución: cota tang = 952, Sena. 
sena * cosa. 


3 4cos2x + cosáx twitter.com/calapenshko 


8 = 
Solución senti Lenta? = 20-2" 
= Aa -acoszx + cor! ax) = ¿(2 4cos2x + 200s? 2) 
= lG 4cosax e cos4x +1) = S3 cose + cos) 
в senî ¿i 


Solución: 
Sabemos por identidades trigonométricas: 
зеп®х + cos x =1 - 3sen^xcos! x 


luego: 


Sabemos que: -15зепх 51 ^ -15cosx $1; Vx eR. 
eleveando a la (2n - 2) cada desigualdad 

= sents] л соб” ?х1 

co sen?xssen'k À cos™ x соб х 


Sumando las desigualdades: 
senta + cota < sen°x + cos! x => sentia + cos? x <1 (0) 
Y 
Ahora: se cumple que la media potencial es mayor o igual que la media aritmética, Para 2 nú - 


meros se tiene: 
E m RI 


y ln igualdad se cumple si a=b. 
Haciendo : =зеп?х, b= cos x 


o A, senta cost 
2 2 


= as (TY РЕА РРР © мир 


2 


y la igualdad se dá si senfe=costx 
six e [0; 27) 


LEE 


De (a) ^ (B) se obtiene: 
Ssen"x «cos? x «1; Vxe 


MATEMÁTICA И. 


Del gráfico: LI 

2un 

Se cumple ques 20ر‎ = завр. 
E 
н зь. "lx 
Reemplazando: + "i 
un 
= 24D. une 

х 1-37 


= (a+ b)x?—b?(a + b) = 2bx? 
= x a-b) «ias b) 


D Si m,neZ* y al menos uno de ellos es impar 


se cumple: 
man j* Gg « ае 
(neges $00". Cost < em 
1) Sim,neZ* y ambos son pares 


se cumple + 


0< (епк)? (coss)? < 
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(D Secumple: MA2M.G 


y la igualdad se da si los números son iguales. 


= 


> [векд'овд" E 
+ Sacando raíz cuadrada. 
_ [nm "(cos)" n"m" 
arm S (senx)" (cosx)™ < menm 
Debido a que entre m y n existe un impar , la expresión (senx)"(cosx)" puede ser positiva o negativa. 
(П) Como m y n son pares, la expresión (senx)"(cosx)" es positiva. Entonces: 


0< Genx)'(cosx)? < 
(nm) 


* DEMOSTRACIONES DE ALGUNAS IDENTIDADES DEL ARCO MITAD 


Si x< [0, x] se cumplen: 


р ae(X)- TT 


i 20 ž)- Var a асов 
=a” radicales 


A A A AO 


team CALAPENSHKO. 


VET = Берта 


VETER = 205$ 


чери: 


Realizando el proceso "п — 1" veces 


> ETS gl 


^n — 1” radicales. 


Ahora reemplazando en: 


MEN m 
a a (2) 


Esto prueba lo afirmado en la observación. 


TRIGONOMETRIA 


z cot = cea + cota 


* DEMOSTRACIÓN DE LA PROPIEDAD DE IDENTIDADES DEL ARCO TRIPLE 


-0) 
е 
-3) 
(2) + (1): 
СЕ wr 
tanê b 
2 a+b 
Tuno b 4 
(3) +0: 
(5) 


Reemplazando en (5) y operando. 


ue 


1. Indicar verdadero (V) ó falso (F) según 
corresponda: 

L senl2x=2sen6x.cosóx ( 
JL cos4x-cos2x-sen"2x ( 
tan 
mr 

IV. cosBx = 2cos 4x +1 t 


Ш. tanéx = 


2 ¿Cuál de las siguientes expresiones no 
representa al cos2x? 


Lomoyx-i Ш. 1-2sen®x 
A 
Ш. соўх-зе?х у. ans 
x 15x 
"EST 
тусо 
A »u om 
Div nv 
Completar la siguiente proposición: 
El doble producto del .............. 


del coseno de un ángulo es igual 


4. Completar los lados del triángulo 


rectángulo 
ice 


& 


TRIGONOMETRIA. 


А)зеп22°30 = _ B)cosl&e30" 
C)tan22030'=__ Deoise =__ 


Reduzca: 


СЕЕН 
A) cot tan, 
B) cse4x+cot4x = 


C) cse80°—cot80°= 


D) csex + esc2x + cscáx + cot4x = 


Complete la igualdad: 
А) 3sendx—4sent3x=__ 
В) sen2a(2cos4x += 
r 4mP4x-3cmxm __ 
D) cosinQcoséx-1)- _ 


Stan2x — tan? 2x 
1-385 2x 


Resolución: — Рог ángulos complementarios: cos 82° = sen 8° 
M= cos 8" seng" 
Factorizando usando diferencia de cuadrados. 
М = (cos? 8° + sen? 8*) (cos 8* — sen*8*) 


T r 
M=cos16° 


@ =0): 2a.mna=a.cota > 2una-.l — 
tana 


Luego: tana EI 
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FONDO EDITORIAL RODO Ў TRIGONOMETRIA A 


De la identidad: 


; m 


Usando (3) en (°): 


cos2a= —2- 


PROBLEMAS — Simplifique la expresión matemática: 
EEE , cosx- senx 
Senxcosx cos2x 


Resolución: — Usando cos2x = cos? x - sen"x en el 2* miembro 


cos! x sen? x 


E (enixe) 
senx +созх ` (cosx + senx) (сове 
1 sen 2x + cos2x+1 
senx+cosx ` COSXFSENX — senX+cosx 


sen2x = 2зепхеовх 


Usando identidades: = 
[ооох = 2сов?х -1 


E= 2senxcosx+ 26082 х 1+1  2cosx(senx + cos) 
senx +созх senx+ cosx 


Tenemos 


E-2cosx 


PROBLEMA 4 ^ Reduzcalaexpresión: 
E- cos! 0. sen8— sen? 8. cos 


Resolución: — Factorizando “senê. cos" 


E = sen. cosê . (cos? 0— sen? 0) = send. cos . cos20 


Resolución: — i) Partiremos de la identidad auxiliar: 
sen x «cor! x = 1- 2een x cos? x 
sentx + cos x =1 - Xsenxcosx)? 


En el miembro de la derecha multiplicamos y dividimos por 2 el segundo 
término: 
sen 2х 


A 
sentx+costx=1= — | 


Aplicando la formula de degradación: 2sen'a« 1-cos2a. 


зеп?х + cost x =1 S4x 


* sentar cof x= а жа cos4x 


d) Para el lector. 


——=====s==aEyzssJrras 


Resolución: —  Usaremos en varias ocasiones la identidad: 
sen 2a = 2 sena cosa 


Primero reduciremos la expresión E, multiplicando por “2senx" ambos 
miembros: 

2 senx E = 2 sen. cosx . cos2x . cosi . cos8x 

2 senx E = (sen2x) . cos2x . cosáx . cosêx 
Multiplicando por 2: 

4 senx E = 2 senZx- cos2x . cosáx , соз8х 


rm 


(2) en D: 


team CALAPENSHKO. 


LIBRO. MATEMÁTICAS А 


PROBLEMA 7 Si para un ángulo de valor “0" mayor a 270° pero menor que 360" se cumple: 


cos 0 = 0,5. Calcule 
в Я D 
D sent DEDI 
Resolución: — Delda: 270 «0-369 = 135° <$ < 180 
° 
jen (е 
3 (9) 


Pues el seno en el segundo cuadrante 


es positivo. 
fi- 
“AF! 
22 
1: 


Teos 


Pues el coseno en el segundo cuadrante 


es negativo. 


p- 


team CALAPENSHKO. 


сс2°х = cot2' x — cot2"x 


Resolución: — Usando las identidades: 
sendx-3senx—4sen!x ^ соз3х = 408 x - Зсовх 


 Ssenx-asen! x esent x 


Resolución: — Usaremos las fórmulas de degradación: 
sen? x = 3senx —зеп3х. 


cos! х = 3cosx + cos3x 


Multiplicamos por 4 a la expresión E: 
AE = 4sen^x . соз3к + 4cos! x . sendx 


AE = (3senx — sen3)cos3x + (3cosx + cos3x)sen3x 


Desarrollando y agrupando: 
E= Asen3xcosx + cos3xsenx) 
— == ` LU 


sen(3x+) ..... L. Arcos compuestos 


Resolución: i)  Usaremoslas identidades: 


sen20- 2senücosÜ ^ cos30- 4cos?0- 3cost 
De ángulos complementarios tenemos: sen36° = cosS4* 


AAA REA 
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Dando forma para aplicar las identidades: 
зеп(2 х 18°) = cos(3 x 18°) 
2sen18*cos18" = 4cos? 18* – 3cos18* 


25118 cos18* = cos18*(4cos^ 18*- 3) 


2sen18* = 4 cos? 187-3 
l-sen?18* ...... LT. pitagorica. 
Desarrollando y ordenando tenemos: 


4sen*18*+2sen18*-1=0 
Aplicando la solución general de una ecuación de 2° grado, аз: 


22 PCD 


p — 20) 


259. senist 


5 ваше E шо 


i)  Usaremos la identidad 


60520 = 1- 2sen^0 


Luego: — cos36*=1-2sen*18* 


— M! 


rer 


6-1-2 


16 


J TRIGONOMETRÍA 


45-1 


Resolución: ایر‎ 
зеп10* cos10" 


_ cos10* — /3sen10° 


MT 1070810“ 


Reducimos el numerador usando las identidades de ángulo compuesto. 


: RECON 
Mo emlosoo 
м „ 868930708107 —cos30°sen10") _ 28en(30* - 107) 
зеп10°соз10* sen10°cos10" 
"ng 


sent 


Usando identidad del ángulo doble en el numerador: 


2(2sen10*cos107) 


MT погов 


M-4 


Sea: ВА = m 


Aplicando resolución de triángulo rectángulo 
Bac ВС = m. tan 50° 
Boo: BD = BC. tan 70* = т. tan 50°. tan 70* 
ea ek 
Nose: ВЕ = BD. tan 10° = m. tan 50" . tan 70° . tan 10" 
і BE _ Jf. tan 50°. tan 70°. tan 10° 
Ге amabo ру ang, BR 30°. tan 707. tan 10° 


Así tenemos: tan 0 = tan 10". tan 50". tan 70* 
Dando forma: tan 0 = tan 10° . tan(60°- 10°) . tan(60" + 10°) ...... (*) 


Usando la identidad: 


tan Зх = tan х. tan(60* — x) tan(60" + x) 


Para x = 10° en (*) tenemos: 


Е з E nra, 


tan û = tan 3 x 10° 
tan û = tan 30" 
0= 30 


PROBLEMA 15 Delgráfico cule: tan tan ; siel perimetro del cuadrilátero OABC es mínimo. 


Resolución: Dela figura; trazar del punto "B" hacia los ejes coordenados perpendiculares. 


Se observa que el perimetro es: 
P.» 9cscó + 4cscü +9 + 4cot0+4-9cot0 
P= 13esc0- Scorü +13 ~.. 


E" 
©озх tanA.tanB 


cosx = tanA , tanB .......(*) 


y 2x. locos 

Piden: tanx 882... Por arco mitad 
“я „1—швАавв 

Usando (°): tax E 


Pasando a senos y cosenos: 
1 senAsenB — cosAcosB- senAsenn 


=— Aon AER 
buio = aT 


1+ 
cosAcosB CorAcosB 


Resolución: Le damos forma conveniente al 1.° término 
_20082°-1 2cx2* 1 

зеп4 send” send” 
2052 1 TET 


uena osr Gd ed 


t =ec2°_csc4" 
ГЕСЕ) 


t = сзеВ°—сзс1б° e 


17 e 
چ س[ جا‎ 

и " 

орат casa] 

«зз? узду 

; A 2 
Operando: 05127: cos2e —sen127"senda d 
-cosS3‘tos 2z senS3*sen 2r = $ 
35:04. 1 
рендана 


Resolviendo у depejando: 


Sens + Asen =- fes 
M 


twitter. rcomicalapénsto 


Resolución: — Usando Identidad de arco triple: 
cos3x = 4cos? x - 3cosx. 


Entonces: соз9Ө = 4 cos? 38 — 3cos38 
1-90 1- EO EE) 


MATEMATICA 1. 


c90 153053040230 
129807 129930 


Factorizando el numerador del 2° miembro: 


l-cos90 _ (1-cos30)(1 +4c0530 + 4cos? 30) 
1-cm39 0030) 


90 
з 7 1* 400530 + 4cos 30 


125590 026 (20870 Зсовб))* 


1250830 7 Q 20050) -(2c050)53 „n. 


a= E ad 


Identificando de (1) y (2) se tiene: 


x=20080 


d 


Resolución: — Factorizando: — J«8sen'0[2sen*0-3sen^ 0&1] 
J = 8sen' oen o - 1]Dsen? 0-1] 


Decadafactor(factorizandoelsigno): 
3 =8sen' (1 - sen? Ө} -2зеп?ө) 
J-8sen*0. cosü . cos20 


Ordenado: — J-(2sen0. cosD)*. 2sen0.cos20 
J = зеп? 20. 2sen0 . cos 20. 


3=2sen29.cos20.sen20.seng 
— „т 


3 - sen8. sen20. sen40. 


AA TIA TRE D ERREUR 
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FONDO EDITORIAL RODO: TRIGONOMETRÍA 


PROBLEMA 22 Un hombre se encuentra a 120 m de distancia de un niño, que se encuentra 
volando su cometa, de tal forma, que la cuerda que sostiene a la cometa se halla 
completamente tensa y forma un ángulo con la horizontal cuyo valores Ө. Cuando 
la cometa se hallaba a 20 m de altura, el hombre observa con un ángulo de valor. 
“а”, respecto a la horizontal. ¿A qué altura se encontrará cuando sea observado. 
por dicho hombre con un ángulo que mide "2a"? 

NOTA: tamar tan = 1/3 


En el Bx CMD: tani = MD = 20cot0 = 60m 


MD 


E] 


En el Бънср. 


NET h 
2 LEE Шы 
a 40 120+60+х 120+3h 


2 h=83m 
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зеп[30°+х +30°-х] — 2/3. 
кю) N Shean 
pm 


d „2% 
$еп(60° —x) sem(60%x) 5-4сов2х 


Lose 
5 
tea 
senjx S-4cos2x 


p 
sens 


Luego por fórmula especial: ^ 2cos2x-1-5-4cos2x 


2 =š 
2 cosa 


AAA Er ca e ues 


Resolución;  Deldato: — соз х зеп? х = AcosBx +С cos3Bx 


Tenemos por diferencia de cuadrados: 


cos! x= senî x = (cosy + sen x )(costx — sen*x) 

cod! x- sen x (oc! вайн sene eunt) 
(e scii) 

cod x cien! (3e Leonis eon 


mx sen x = 2сов2х + El2cosáxcos2a) 


Sepide: — K-B(A-2C) 


а к=® 
^ei 


W = Lt sen2x + cos2x 
l+ sen2x —соз2х 

A) tanx B) tan x C) cotx 

D) -cot x Ba 


2 De las siguientes alternativas, ¿cuál no 
representa una identidad? 


A) cos2x = (1 + V2 sen x) 1 -VŽ sem) 


: 
j 
TB sen ыз, 


tan2x 
D) весах +1 = EX 


В) 1 senx m (senž cos 


X сов? - sen? х 
E) cos = eo 3 вета 


2 Sise cumple: 
tanêx + tanx =1 = O 


Halle: 
E = sen 4x + cos 4x 
1 1 
№ Dr 
1 
Di 


4 Dos roedores ubicados a lados opuestos 
de un poste, ven lo alto de este con ángulos 
de elevación de de valores "a" y "2a". Si las 
visuales anteriores miden 15 m y 10 m 


respectivamente hallar: "cosa" 
A) 0,25 505 0075 
D) 0,125 E) 0,375 


А 


Calcule Іа diferencia entre el máximo у 
minimo valor de: 


3= ses eoe 
Nos Bl СТЯ 
DEI E22 
Silla siguiente ecuación: 


rm sen 2% + n cos 2x + p = O 
tiene como raíces a “x, "y "x, " 
Halle el equivalente de “tan(x, + x)" 


men Р 
A B) dub 
m n 

D юл 


Ma Ven2x, _ cov2x 
versx ° senx-cosx 

AZ DIEI ©з+у2 

D)4-V2 DEO 


Determine el valor de “x, si el área de la 
región sombreada es 43/2 u", además: 
PB-lu 


ET 
El 


A 42° 
DEJ 


B) 40" DEJ 


ГА 


m 


Dsectx-16=0 A180 < х < 270° 


х 
cuate ы) 
7 7 
sÉ "Ë Os 
7 7 
D) ho E). hz 


Siendo “0” el valor un arco en posición 
normal, positivo y menor de una vuelta que 
pertenece al ШС, el cual cumple: 
cos0=-0,3 Hallar: 


rented) ml 
ME 


Calcule el valor de: 
m= =; 


Bo ©з 


DA 


LI ILES 


0-0 


A)350 в) 325 ©) 5,25 
D) 1,75 E) 4,50 
15. Reduzca: 


(1 + псов x)(1 - noos y) = (1 + n)(1 - n) 
Halle el equivalente de: 


==) 
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17. Al reducir Ia expresión: 
м 99235 +cosx , sendx —senx 


secx E 
se obtiene: 

A)tosx  B)senx С) 2senx 
D) 2c05 2х E) 2sen 2x 


18, Calcule el mínimo valor де: 
f(x) = зепх(1 = tan 53°sen?x) 


1 1 1 
№6 » 9-4 

1 1 
D-5 D-3 


18. Dela figura mostrada; si: AC = 3AD 


A 
4» 
D t 
Halle el valor de “cos 20": 
A)0333 B) 0,444 ©) 0,555 
D) 0,666 E)0,777 
20, Si se cumple: 


-2 
senx-eacosx з 


TEMATICA II 


AC33 BED 
01-50 


Calcule: 
M = vers 40°. vers 80°. vers 160° 


A)0I2S В)0,25 С) 0,375 
0) 0,625 E0975 


Si para un ángulo agudo que mide “а” зе 
cumple: 
tana = V3 ran1O^tanS0* 
Calcule: 
L = *en(a —2°) + senla + 10°) 


costa + 165) 


А1 92 03/2 
D) 1/2 E) 2/3 


Determine el equivalente de: 


P = cosx.cos2x.cosdx.cos8x...cos 2! x 


sen2"x E 


A в) 


sem cos 


28. Dela siguiente igualdad: 


ÓN 


=р+фуегих 
considerando г > 0 
r 
Indicar: px E 
ur 
A)86 B) 9,4 оц2 
D) 12,1 E) 15,7 


27, Siendo “9” el valor de un ángulo agudo, 


resolver: 
X! -2xc041-0 

se 940) o 

DJeot( 4) ву Hay dos respuestas 


28. Sila siguiente expresión: 


1 2tanx 
umm ss 
secx+tanx 
Se convierte a ora dela forma: ap (E > 
Calcule el valor de "n". 
»2 оз 
0) 4 ES 
ARANA 


28. Halle el valor de “x” en: 


pd 
1025-95 


A1 BVZ ом 
DE EXA 


30. Desde un punto en tierra se ve la parte 
más alta de un edificio con un ángulo de 
elevación de valor “За”, luego se observan 
otros dos puntos de dicho edificio a una 
акша ^a" y "b" (a < b) con ángulos de 
elevación que miden "a" y "а" 
respectivamente, 

Hallar la altura del edificio en términos 
дегу” 


aae) bab) 
AS юзер 
qiue 

(а-а (2a+ ba 
arb arr 
Simplifique: 


L = (сов + sen0)* + (cost - sen0)* 


A) 1-cos40 В)2-со640 
©3-cos40 
D)4-4c0s40 EJ S-cos40 


32. Del gráfico mostrado, halle la tangente del 
ángulo ECD, si BC = CD. 
E 
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зз. Indicarla extensión dela expresión: 37. Hallarelintervalodela expresión: 
ww E, w a (2,42 
Ves Leon G3) 
Ajoswsi misws2 
1 
оез 
D)0sws2 pisws2 
34. Delgrifico, hallarla “tanê” 38, Delasiguiente identidad: 
Si: EG = 3(AB), además ABCD es un Ў А 
cuadrado, V tanx eeorxe1] Var 
= ac +e 
+e 
Hallarelvalorde: 3Ê 
m1 m2 оз 
DA 55 


AMio-2 Bz2-2 045-2 
D) 7-2 9342-2 


35, Sablendoque:n + m senê = m + n cos 
Hallar el equivalente de: 


Тыч е@ 


36, Delaecuación: 
asenx + bcox + c= 0 


¿pajo que condición e! valor de un) 
serd nico? 


Ауа? +b? =e вуь?+с®=а® 
С) акс =b? 
D) a+b? ас Ba? eb =2e 


GAZA AIDA 


team CALAPENSHKO sg 
EDITORIAL RODO 
4. SE csc2x-2sen 3 + cor2x =0 


Hallar: 


М esc2x — senx — cot2x 


A-1 DH o2 
DE E2 
42. Hallar: 


Maltan0+Z2tan20+41an140+...+64tan640)tan0 
x 


LN 
в 816 ©з? 
0)65 E)129 


42. Una persona se encuentra a 130 m de la 
base de un edificio, observa la azotea del 
mismo con un ángulo de elevación que 
mide "0", la persona se acerca 100 m hacia 
el edificio y observa nuevamente la azotea. 
con un ángulo de elevación de valor “30”. 


Hallar; eos20" 
2 3 4 
ni mi oi 
6 z 
D) 5 E) s 


44. Siendo "x" el valor de un ángulo agudo, 
hallar los valores de la expresión: 
E= L+ 2cosx+ cos 2x + eos3x 
cosx(cosx —sen18°) 


2 (15245) 

в) (-у5; 45) 
© (145) 
ES 
E) (0; 5) 


ШЕШШУ тхисолометия А 
45 Delafigura, hallar'AC”, 
ç 
D 
D 
o A 
A) Jaa B) ba 
© diac) 
D) at E Varb 


4& La suma de los “n" primeros términos de: 
[е cosx.ese3x + eost ese + 
+ cos esed 
Se reduce a: 
A) онх cora) 
в) Licor" x- cora?) 
2 
©) Мем“ х-ооз) 
2 


D) енк екзо) 


E) s (cotx- cor) 


a si 


р(х) = (1 — запах) — tan? 2x) (1 — tan^4x) 
(1. tan 8x) ... "n" factores 


Calcule: x х) 
Ar pr oz 
pz" DES 


tan x + tan(x— 607) + tan (x + 607) 
= 3 tan x 


Hallar: E = tan 20° + tan 80° + tan 140° 


a5 E 0343 


D) 23 n 
3 
¿Cuál es el valor de x que verifica: 


senso 


-6)-x- 
sap "© AD -x-07 


A)senü  B)cosó — C)cos20 
D) зеп29 E) 2cos0 
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s 9 Conocer o idemidades que permiten trdornar sumas o diferencias de senos o 
cosenosa produces ا‎ ч 
Conocer las identidades que permiten wansformar produc de senos y алама en 
sumaso diferencias. $ 
Conocer kis propicia gue pares Da (акша би dica de Jal patria 


EAE 


UN POCO DE HISTORIA DE LA TRIGONOMETRÍA 


Los avances de las Matemáticas no han sido fruto del trabajo de 
una persona sino de la aportación de muchos matemáticos y de varias 
civilizaciones. La trigonometría que nosotros estudiamos en un poco 
tiempo tardó en desarrollarse muchos siglos hasta llegar а su forma 
actual, Entre los sucesos más importantes tenemos: 


En el Siglo X a.C. fue aplicada а los primeros estudios de 
astronomía, en la realización de calendarios y el cálculo del tiempo, y 
еп la navegación. Los egipcios fueron los que establecieron el sistema. 
sexagesimal, midiendo los ángulos en grados, minutos y segundos. 


En el Siglo Па. C; en la India, paralelamente a los avances de la 
matemática griega, desarrollan un sistema trigonométrico basado en 
la función seno en vez de cuerdas, la función seno no era concebida 
como una proporción tal y como la definimos ahora, sino como la 
longitud del cateto opuesto a un ángulo de un triángulo rectángulo. 

4 FRANCOIS МЕТЕ 
Así construyeron diversas tablas para la función seno. preda 
TRIGONOMETRÍA ESFÉRICA 


En el siglo VIII los matemáticos árabes continúan los trabajos de las civilizaciones griega e india. 
Adoptando el concepto de función seno. Tales fueron sus avances que en el siglo X se había 
completado la función seno y las otras cinco razones trigonométricas: coseno, tangente, secante, 
cosecante y cotangente. A ellos se debe también el tomar como radio r-1 en la circunferencia 
trigonométrica para obtener las razones trigonométricas. 


La trigonometria llega a occidente a partir del siglo XII y а través de la cultura árabe Bero no es 
hasta el siglo XV cuando se realiza el primer trabajo importante sobre este tema. Fue el matemático 
alemán Johann Müller (1436-1476), conocido como Regiomontano, el que escribe las primeras obras 
sobre trigonomeuía, tan importantes que es considerado como un fundador de esta parte de las 
matemáticas. Georges Joachim, conocido como Rético (1514-1576), introdujo el concepto moderno de 
funciones trigonométricas como proporciones en vez de longitudes de ciertas líneas, 


En еза misma época, el matemático francés Francois Viete (1540-1603), introduce la 
trigonometría esférica. 


371 
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Desde tiempo muy lejanos, existe una necesidad para facilitar la resolución de las ecuaciones 
polinómicas, entonces surgen diversos procedimientos de transformación de polinomios en factores a 
las cuales sees denomina factorización, enel cual, se busca expresar, un polinomio de menor grado. 


Enel curso de trigonometría su análogo son las transformaciones trigonométrica. 


Las transformaciones trigonométricas en época anteriores a las calculadoras científicas eran 
imprescindibles, puesto que para hallar un valor se debía precisamente factorizar la expresión para 
tomar logaritmos y finalmente utilizarlas tablas trigonométricas, En la actualidad este uso ha perdido 
vigencia, pero aún es importante para facilitar la simplificación de expresión en las que las razones y 
arcosson diferentes 


нешше D) semiz + nz = aa a а) aa 


A cas 


3 


4 


ЕСЕ 


meet 


ATEMATICA IT 


Reemplazando (M en (D: =2 засн 2E) (1 -2s $) 


COE 


"Transformando la expresión en el paréntesis a un producto: 


СЕЛЕ 
= 2sen 200s coss 


cos A+ cosB — cosC = 4cos А 


Fi 
DEMOSTRACIÓN aS] se: E= cos? A + cos? B+ cos? C 


2E = 2cos* A + 2cos"B + 2cos* C 


2E = (cos2A + 1) + (cos2B + 1) + (cos2C +1) 
2E = 3 + cos2A + cos2B + cos2C 
2E 


+ 2cos(A + B)cos(A - В) + (2cos* C 1) 

сото:А +В+С=180° =A+B=180%-C 

= cos(A + B) = cos(180? — C) = -совС 

Reemplazando: 2E = 2-2cosCcos(A —B) + 2cos^ C 

2E = 2- 2cosCC-cosC + cos(A - BJ) 

2E = 2- 2cos C (cos(A + B) + cos(A - B)) 

2E = 2- 2cosC(2cos A cosB) 

2E = 2— 4cosAcosBcosC. 

E-1- 2cosAcosBcosC. 


5 |cos? A + cos? B + cos? C —1- 2cos A cosBcosc | 


team CALAPENSHKO. 


Reemplazando (И) en (1): 


cos*(x 129 = 3 * 4cos(2x — 2407) - cos(4x — 4807) 
8 


A A SET SELES 


team CALAPENSHKO. 


согу 2440052x + cosáx 


S 4cos(2x +240°) + cos(4x + 480°) 
8 


eos*(x « 120) = 
E= cosf'(x -120*) + cos* x + cos(x + 120°) 
En + d(cos(2u - 240) + cos2x + cos(2x + 2407) + 


сонан - 4807) + cosdx + costáx + 480) 


E= S + (cos2x + 2cos2xcos240") + A (cosáx + 2c0s4xcos480°) 


) 


denm) 


1 


1 
"в 


B‏ ا 
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Ejemplo: Transformar de producto a suma o diferencias 


1) 2sen50" cos20* 3) 2sen7x sen2x 
2) 2sen10'cos40" © эЛ» у 


Resolución: 1) 2sen50° cos20° = sen(50 + 20°) + sen(S0" - 20°) = зеп70° + sen30* 
2) 230110" cos40" = sen(10' + 407) + sen(10" — 40°) = зеп50° — зепз0" 
3) 2sen7x sen2x = cos(7x - 2x) = cos(7x + 2x) = cosSx - cos9x 


IE азе cs 75. S) 78.58) caa 
a A EI 
SUMA DE SERIES FINITAS 
Series de senos y cosenos de ángulos en progresión aritmética 

En general para reducir sumatorias de series finitas de senos o cosenos de ángulos que se 
encuentran en progresión aritmética, se aplica las siguientes fórmulas: 


Sea E la expresión: 
E= cosx+ cos(x e n) e 


+ cos(x + (n= De) 
2 multiplicando por 2sen a la igualdad. 


2E sen. 


r r r 
Zeosx зеп + 2cos(x + зеп ++ 2eos(x+(n—D)sen 2 


PA A TERIS IUE 377 aai u OS 


Bier 7E Jenzx« a= > E= 


pero:psuexexe(n-Dre2x«(n-Dr 


зепх + sen(x + r) + sen(x + 2r) + — + sen + (а - 1) = 


Ejemplo: — Reducir la siguiente suma, sen2x + senáx + senóx + senSx + sen10x 
Resolución: Llamaremos “M” a la expresión. 

M = sen2x + sendx + senóx + зеп8х + sen10x 

Donde: n = 5; p=2x; u=10x; 


Vn e Z' . Se cumple 


¡DEMOSTRACIÓN Reduciendo la sumatoria por las igualdades anteriores: 


E EH ES 
мыш "PT Ta 
nz 
= 2200 > мз, 
жа 2 ““[\2а+1°2а+1)*2 
20241) 


AAA AAA 


Reemplazando (И) en (D se obtiene: 25=-1 > s= 


ES ax 6x 2m 1 
^ lat TS 99а +1 * 805 2 


Ejemplos: Sin =3 coco S сабт. 1. 


TI E eos S2 + соз57 + کاو‎ „1 
SE = 4 coss Feos + cos + = j 


LC 5л „ 3 

seng. sen зеп as 
E Der O, E 

— cos. cos کو‎ == 

En can dE کوس‎ ` 
an. an 5 uan = Дау+1=3 


зепўх +зеп3х =. 


+ sen6x— sendxe 


* cos4Q" + cos 20". 


* cos1O? -cos24? e ...... 


* cos 18730'& cos" 30" 


* sen17°30'-sen 6°30 =... 


£ Completarlasiguiente proposición: 
La diferencia de los „de dos 
ángulos es igual al producto. 
del seno de la semidiferencia de los 
ángulos porel......... dela semisuma. 


А) senos, doble, coseno. 
B) cosenos, doble, senos. 
C) senos, doble, seno. 

D) cosenos, doble, coseno. 
E) cosenos, mitad, seno, 


3 Transformar a suma ó diferencia. 


а) 2sen7xcos2x= . 


b) 2sendxcosSx .... 


€) 2cos409 cos 109= 


d) 2cos3x cos; 


€) 2sen329sen 12° = 


f) 2sen (309-3) sen (30°+ x) 


de otro es igual al 
de la suma de los valores de los 
ángulos más el coseno de la diferencia de 
los mismos. 


А) coseno, coseno, seno. 
В) coseno, seno, coseno. 
C) coseno, coseno, coseno. 
D) seno, coseno, coseno, 
E) coseno, seno, seno. 
5. Reduzcalas siguientes sumatorias. 
*sen2x + зепбх + sen 10x +... + sen 38x 
"sen 3° + sen 5° + зеп7° +... + sen23* 
"^ cosx + cos3x-& cos Sx. eos (2n- Dx. 


* Cos 2x + cos 4x + cos 6x +... + cos 28% 


& Redurca: 
* cos! 194 cos! 2°+ cos! 3*4... + cos! 90° 


RECTE sen? 2E 
D 

E CMT 
Е РЕГРЕС aa 
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FONDO EDITORIAL RODO: DY TRIGONOMETRIA f 
PROBLEMAS RESUEI 
PROBLEMAI Calcule: 


W = cos20- — cos80” + cos140" 


Resolución: — Sea la expresión “W” 
Ordenándolo de la siguiente manera: 
W = cos140" + cos20* — cos80° 


Transformando a producto: 


W = 2cos80" cos60* — cos80° 
1 
Se obtiene W = 2c0s80". I _ cos80' 
z 
Finalmente: W = cos80" - со5807 
w=0 


PROBLEMA? Al copiar de la pizarra a expresión sen 40" — sen 20", un estudiante cometió un 
errory escribió cos 40* = cos 207. Calcule la razón entre lo que estaba escrito en 
la pizarra ylo quecopióel alumno. ADMISIÓNUNMSM2018-1 


Resolución: — • Expresión escrita en la pizarra: A = sen 40° - sen 20° 
* Expresión que copió el estudiante: В = cos 40° - cos 20° 
Por identidades trigonométricas de transformación, tenemos: 
A _ sen40* -sen20* 
В ^ cos40* -cos20* 
А _ 2сов30°зеп10° 
B ^ -2sen30*sen10* 


Nos piden: 


cot 30" 


PROBLEMAS Calcule: 
5 = зеп(25° + А) cos(S' - A) + cos(85" + A) sen(65* - A) 


Resolución: Sea “S” la expresión: 
S = sen(25* + A) соз(5°- A) + cos(85° + A)sen(65*- A) 


[381] 


team CALAPENSHKO. 


Multiplicando x 2: 25 = 2cos(65° - A) cos(S" - A) + 2cos(85° + AJcos(25"+ A) 


Transformando a suma: 
25 = cos(70* - 2A) + cos60” + cos(110* + 2А) + cos60*- 
25 = сёй + 2A) + cos(70"-2) + 3+ 

Se obtiene: 2S = 2cos90* cos(20*+2A)+1=1 
S=1⁄2 


Resolución: De la expresión, transformando a producto: 
S- fana 


Por Identidad del ángulo doble: 
S= faena анан 
S= Jsen2x . sen2x 
S= Vsen?2x = |зепдх| Босе 


90 < х < 180° 
180 < 2х < 360" 


Dato: 
Como: 2хєшс ó VC 


Aaa ia: 1 sisi caa SR 


Como: A +В + C = 180°........... (1) 
De la condición: sen2B + sen2C = sen2A А 
Transformando a producto: 
2sen(B + C) cos(B — C) = sen2A 
senA + cos(B — C) = 2senA cosA 


СЕА 
0 senA=0=A=(0,180",....) (imposible) 
ü) cm(B-C)m- cm Ы 
AN B=A+C 
Reemplazando: (2) en (1) 
B + B = 180° = В = 90° 
2 Dicha condición se cumple en un: Triángulo Rectángulo 


PROBLEMA 8 


Resolución: 


MATEMÁTICA II 


98405 _cos20" + 2sen30*sento” 
corso 


СЕ 
Transformando a producto: 
_ £058" + cos20* 
ap , 805807. со 
200850 * coss0* 
i = 95000807 ووی‎ = 43 
Se obtiene: tano 
. 9-60 


Los puntos P Q, R y S en un tablero electrónico están. 
conectados por filamentos metálicos como muestra la 
figura. Se realizan mediciones que determinan las. 
longitudes: QS = sec 40" uy QR = sec 20'u. 

SiPS = 4 sen 20" u, halle a. ADMISIÓN UNMSM 


Nospiden: а. 
Delgráfico: Q 
RS=QS-QR 
Asen20* tana = sec40° - sec20* 


ana 
> 
2 


EE 
4 sen20*tan а = 9520" os40* 
cos 40°соз 20° 
Я 2 зеп30° зеп(-10°) __ sent 
4 sen20 anao —.A? 
sento? sento” _ sen10° 
tana - 


7 2x G sen20" cos207) cos40° ^ 2хзеп40°соз40° 7 sen80* 


tana = © - cantor 


0510" 
2 а=10° 
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FROBLEMA9 — Calcule: ren: 
sen 81" + sen 27° + sen 9" = sen + sen y 
(x > y ^ agudos), 
Resolución: Condición: sen81" + sen27 + sen9* = sem + seny” 
Sea: M = sen81" +sen27" + sens" 
Transformando a producto: 


M = sen81" + 2sen18* со)" 
М = созу" + 20072" . cos9" (factrizando) 

М = cos9"(2c0872" + 1)| sen3x = senx(2c0s2x + 1) 
sen108° 

sen36" 


coso 


M 


Aplicando Identidad del ángulo doble: 


M = ca ESTE. age дилде cori" 


sen36* P 
M = 2c0536" cos9* (transformando a suma) 
M = c0845° + cos27" w 


Reemplazando (2) en (1): 
COSAS" + сов27° = senx* + seny” 
sen63* + зеп45° = senx° + seny” 


f 
Luego: 1 


y 
x 
y 


PROBLEMA 10. Calcule: 


Resolución: De la expresión: 


M = c05 27 + 2cos 
п 


Además los ángulos: 


ра ados 
T 


ТЕ 


Resolución: — Sea'M'laexpresón:  M = V5 cot 20* - 4cos20* 


Pasando a seno y coseno : Me 5360820* - 2. 2een20*cos20* 
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ае TRIGONOMETRIA Ф 
Resolución: Sea "M" la expresión: = 3+12 = (3 «0-42. 
Multiplicando por {2 (mam): 
VM = (642-2 
Dividiendo entre 4 (miembro a miembro): 
By- ED 1, 
E 4 


Resolución: 1л expresión: зепх +зеп3х + sen Sx = asen x - bsen? x+ csenx 
EE daa) 


ku 
2sen3xcos2x + sen3x = asen* x - bsen*x +csenx 


Factorizando : sen3x(2cos2x + 1) = asen? x - зеп? x + сзепх 


Recordar: 
зеп3х = 3senx - sen? x 
sen3x = senx(2cos2x +1) .. 


= asenx - bsenx + csenx 


зеп 
х-4зеп?х)* 


asen x - bsen? x + csenx 


9sen? x - 24sen*- 16sen" x 
sens 


= asenî x= bsen" x +csenx 


Simplificando "sen x y ordenando obtenemos: 
16senî x — 24sen? x + 9senx = asen x bsen? x +csenx 


Resolución: — Llamemos: а = cos2x + cos2y +2cos(x+ y) 
b= sen2x +зеп2у + 2зеп(х +y) 


Transformando a producto y factorizando: 
a = 2cos(x + y)cos(x — y) + 2cos(x + y) 
as 2cos(x+ y)[1+ cos(x -y)] 
a? eco + у)[1+ cos) P 
b= 2sen(x+ у)сов(х - y) + 2sen(x + y) 
b=2sen(x +y)[1 + сок(х- y)] 
b? = 4sen*(x+ у)[1 + cos(x y) P 


Reemplazando en (1): — _ 
c= aD + costa- [sente у) + сов + у) 
Luego: eoa eesic-y)] 


=4 ED 


ER EE 
2А =180+соз1° + cos2* + cos3° +... + cos180* ........(1) 


ОБИИ کوک وہ ج‎ RI o 


A todo el püblico en general: 


El Proyecto Modo Scan+100 2.0, nace de una idea del 
Team Calapenshko, 

el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente, este libro 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analíticamente, así que te invito a leerlo. 


No pagues por este libro de circulación gratuita, 
büscalo en la red. 


Atentamente, el GRUPO CALAPENSHKO 


28 de agosto del 2020 


dle 


EXER] 
Forma: ме 27298 2 


50 


м= 2510/27, 
sen(1/2)* 


Menm): A=89,5 


Sea N" el numerador; agrupando convenientemente: 


N e sen2 + cos e sen + cos Ê + sen $ + cos? 
AAS f os + sen + cos + sen f + cos 


al а) (т) re ()- 
Luego (2) en (1): 014235 2 ) 


Ея 


Q«G: 


“Ahora; elevando al cuadrado cada condición y sumando a la vez 
„ [enset senan? =a? 
(cosSx +cos3x)? =b? 
зеп?5х + cos^Sx +sen?3x + cos 3x-« 2(cos Sx cos x «sen Sxsen 3x) = a+ b 
T 5 s 


laeto: 2+ 2cos2x =a 2 2eos2x =a +b" -2 
Vamos a elevar al cuadrado para buscar el ángulo doble de “2х7 
(2со52х) = (a? + b -2** 
Acor 2x = (a° +b? -2)* 


unlng E emma 


Z(2cos* 2x) = (а? +b? — 2 


: 
eerie 


Recordar: 
азепх + beosx = Va +b? зеп(х 4 8) 


Si tano= P 
a 


M senz + cosx + sen3x + cosa 
EET 


Se observa que: © VSsenx + cosx = 2sen(x + 30°) 
* зеп3х + 3 cos3x = 2sen(3x +60") 
7| ж sen2x+cos2x = V2 sen(2x + 45) 


‚м. 2sen(x + 30) + 2sen(3x + 
Feempizando: y 268002075 260 

+ Me 2Ísen(x + 30°) + sen(3x + 607) 
Factorizando 2: М тн 


Transformando а producto y simplificando: 
ma 2: 2sen(2x + 45") . cos(x +159 
f sen(2x + 45°) 


Se obtiene: M=2/2cos(x +15) 


x M=2/3000(x+ 2) 


Resolución: — Factorizando “sen 
Р=зепх[зеп2х + sen 4x + зепбх +... + sen(2n + 2)x] 


Е EN EE unnm 


Entonces en el problema: 
P=2x  U=(20+2x 
# términos =n+1 
r-2x 
Reemplazando en “P”: 


(és ] [5:22] 
> Ei 2 eme ` | 
= senx 


P=sen(n +x. sena + Dx 


R _ 2sen18*cos 45° 
2^ 2sen27".c0s 27 
R _ 2sen18*cos45* 
2 sens4° 


Resolución: Colocando la expresión en términos de cosenos: 
и жета ama er ы) 
menn 
IN 


A в) 


p 


۸ 
Deltriángulo CPB; aplicando el teorema de senos. 


а — 2a sen48° 


асс2 сзсз8° 
[2 


Del gráfico: 2a + a csc 22°. e 38° = b 


team CALAPENSHKO. 
FONDO EDITORIAL RODO 


PROBLEMA 24 Calcule: 


жа? +зе = + 


Resolución: 


la fórmula de degradación: 


2sen'8 = 1 - cos20 


Multiplicando por 2 a toda la expresión: 


21-25 z asen? 215 
2-2 2а? 21 
Reemplazando la fó 
2121- cos? 1-cos 425 
33 эз 
Ordenando: 
20-1521 — s 
42) 
1 
ъ-1- 
2 
FROBLEMA25  Delgráfco;calcularelvalor de; ВС 
эв 
c 
А В 


Resolución: e 


asen(a+3p) 


asen(ar2p) 


asentar) 


asena 


= 
= BC _ азеп(а +38) азеп(а +28) +asen (+ B) e asena 
AB EE E E 
Factorizando y agrupando de dos en dos numerador y denominador: 


BC. 2sen(a + 29).cosf + 2sen(a + f)).cosp 


AB 2cos(a + 2р).созр+ 2 cos(a +P).cosp 


BC _ cosp [sen(a + 28) sen (a. + 8)] 
АВ cosp[cos(a +2p)=cos(a+p)] 
me 
m EE 


dime) 


NS 
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TRIGONOMETRIA. 


1. Indique un factor de: 
VZ+ 2cos55* 


A) sen 20° 
0) cos70* 


В) зеп25 ©) sen 70° 


E) cos 5° 


2 Indique verdadero (V) о falso (F) dadas 
las siguientes proposiciones. 
(0) cos40" + sen10° = cos20" 
( ) cosx-cos(60* & x)-cos(60*- х) =cos3x 
С) соз10°-соз50° = —sen20* 


A WE 
D) VEF 


B) VV OFF 


E) WE 


3 Halle el valor de Q en la siguiente 
ecuación. 


Q = sen 70^ sen 80" - cos 50° = 0 


DEI 
D) 3 


DEZ o2 
E) Va 


4 Sila siguiente igualdad es una identidad, 
hallar el valor de A": 


senza + nsenda = senda. 


сояда + ncos3a сона ^ А8130 
An 81 С) 2а 
D)2 53 


5 Transformara producto: 
1 + cos20 + cos40 + cos60 


A) —4sen0sen20sen30 
B)  4cos0cos20cos30 
C) 4sen0sen28sen46 
D) —2cos0cos20cos30 
—2senüsen20 sen30 


6.  Simplificarla expresión: 


cos —sen29 — соз50 
зеп0 cos20 + sen Sê 


A)tanð 
D) созо 


B)tan20 —— C)tan3ó 


E) cora 


Z Su e=; : 
Si: ө, 20 ;ballar el valor de E: 


sen78—senSO , sen30—senü 
60570 + соз5® * cos — 0839 


A241 в) 45-1 


D) 2+1 


943-1 
DECEM 


& HallarelvalordeE: 
Е = зепб3' веп27' + sen66* sen" 


1 1 
A1 DE o 
№ Ya 
DE DE 
9 Reducir: 


зеп5х sen3x — cos3x cosx + cosóx cos2x 


A)cox — B)cos2xk — Csenx 
ро E) sen 2x 
10. Reducir: 
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Е =й pua 
11. Si cosx: 3 16. Si > 
Hallarel valor de: 
yı sen23 senza 
зеп2а + sen 14c: 
A-1 Bl СЕ 
1 1 
Di LH 
12. Reducir: 17. Halle el equivalente de: 
sen7xsen3x + sen? 2x. c == (cos 24 + cos 64) (созбф + cosB4) - 1 
Ao 
A)senSx — B)senx © |senx| B 
D) [sen 5x| E) [sen 3x| C). cos15p eh 
D) sen 154 eê 
13. Reducir: E) senlSécscó 
3087. 2 cos 2x — 2cos4x - 2cos6x 
f& Halle el valor de 
A1 52 С) 3 cosx 
D) 2x 
) sen x E) sen: dia 
14. Factorizar, trigonométricamente: »i 
46-2-42 
18. Reducir: 

DE z st senA + senB + sen(A + B) 
co wir SosA e cose cos(A D) «1 
C) Bsen cos E 

ITE. a) (57) 

z s 
D) Bon eo E) Ese poe C) tan(A + B) 
Dana- me (228) 


15. Enuntriángulo ABC, factorizar: 


AS 20. Sila siguiente igualdad es una identidad: 


A) 4senAsenBsenC asena sen а) а-а) = 
B) —AcosAcosBeosC ا‎ Sini 
©) AcosAcosBsenC Haller e B° 
D) AsenAsenüsenC 

En »2 озо 
E) -4cosAcosB cosc 2r 92 
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21. Dela expresión, hallark: 
K = соз50° = cscS0" — e10” 


A4 в)-4 с-з 
D) 23 DES 
22 Si sen32° + cos 34° =a + E 


cos 32° + sen 34° = a 
halle cos 12° en términos de "a" y "t" 


(а? +12) 


(a? =°) 


^ 


© 


E 
pato PECETA 
2 2 


23. Si A= senü cosp 
T = sen(60* + 0) cos(60 + B) 
E = sen(0 - 60”) cos(f - 607) 

Halle el equivalente de “A + T + E” 


A oO) B) 3sen(0- p) 
E) -3 cos(0 - D) 
D) sent - D Odes + p 


24. Sila siguiente igualdad es una identidad: 
2cos2xsen10x —senáx _ 
senaxsenêxsen12x 
= eia] 


Halle el valor o valores de A 


1 
№5 


35. Hallar: 
Н = sec70" - tanto 
D D ©з 
DE DE 


E 


senía + р) senta + y) = cos(B - y) 
Hallar el valor de: 
“costa + р) созба + у)” 


А1 52 оо 
D-2 DE! 
Halle el equivalente de: 


+ sen(A +T). sen(A - T) 


о (Ат) в ae (^) 
SE rar 


Dado el triángulo ATN y k є Z, factorizar; 
sen 4KA + sen АКТ + sen 4KN 


A) 4sen2KA.. sen ZKT . sen 2KN 
B) 4cos2KA. cos 2КТ. cos 2KN. 
С) -4sen2KA. sen 2KT . sen 2KN 
D) - 4 cosKA . cos КТ. cos KN 
E) 4 seckA , sec KT. sec KN 


Dado um triángulo 
equivalente de: 
(sen 6A + sen 6B + sen 6C) 


АВС, halle el 


A) 0,25 sen ЗА sen 3B sen 3C 
B) 4csc3Acsc3B esc 3C 
C) 0,25 cos ЗА cos ЗВ cos 3C 
D) 4sec3Asec 3B sec 3C 
E) 0,5 cse 3A csc 3B esc 3C 


AA 399 LEST nmm 


A todo el püblico en general: 


El Proyecto Modo Scan+100 2.0, nace de una idea del 
Team Calapenshko, 

el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente, este libro 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analíticamente, así que te invito a leerlo. 


No pagues por este libro de circulación gratuita, 
büscalo en la red. 


Atentamente, el GRUPO CALAPENSHKO 


28 de agosto del 2020 
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MATEMÁTICA II 


an 


Simplificar: 
E= sen5° + зеп10” + зеп15° +... + sen900* 
A) со5(2730) B)cos(4*30) 

C) sen(2730) 

D)cos(5*30)) E) sen(4*30) 
Simplificar: 


OS 
= t) 


1 


1 
AZOO) B) jS- 
1 
©) 300-019 
1 1 б 
D) 490+ ect: E) (Steel ) 
Si: A+B+C=x 
Factorizar: 


sen2A + зеп2В-зеп2С 


A) —AsenCcosAcosB 
B) 4совАзепВзепС 
С) 4senCcosAcosh. 
D) -AcosCsenAsenB. 
E) 4senAsenBsenC 


Hallar un valor de "x" en la igualdad: 
УЗсов20° - sen40* 
1+ 50110" 


tan x 


A)210° 
D)-140* 


mso o70 


5-130 


Hallar el valor de: 
BET 
Lane s. 


38. 


Se toman los puntos A, B, C, D de una 
circunferencia, de modo que los arcos AB, 
BC y CD subriendan respectivamente 
ángulos en el centro de valores 120° + 2a, 
4a y 120" -2a. Hallar el valor de "a" si BC 


esla media aritméticade AByCD. 
ane By arccos 
оче (2) 
mam) are!) 
Aquées igual la siguiente expresión: 
(i-em om 1-063) 
s 
DH D? 


Los ángulos que miden A, B y C de un 
triángulo y que forman una progresión 
aritmética de razón 0. También la suma de 


3 1 1 
nz »i oi 
3 2 
БН mi 
Expresar como un producto a: 
R=1-/2445 46 


A) 8sen25°30'sen7"30' 
B) -8sen25730.senl0'30" 
C) -Bsenl8'30'sen730" 
D) 8sen25'30'cos10'30' 

E) -8cosl8/30'cos10'30" 
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40. Calcularelvalordes 
an E cant y کی‎ 
Estant Zs an + tan? SE 
Aus 
0)24 


B)18 on 


E)49 


41. Degradar: 


32009 .sentx 


3- cos2x + 6cosdx + cosóx 
З + соз2х + 4cosáx + cosóx 
2-сов2х + Acosx + cosóx 
2-соз2х-2сов4х + cosóx 
2 + cos2x- cosáx + cosóx 


E 
4sen40 + tan60 
sen 28+ tan 36 

x 


HallarelvalordeW para: Ө = {ү 


w= 


A-1 DD 


0)2 


o 
9-2 


Hallar la variación de: 


635638663 
Para toda variable angular "x" positivo у 


menor que una vuelta, comprendida en el 
segundo cuadrante. 


ALO) 


al 


Enun triángulo ABC, hallar el equivalente de: 
cosa + cos?B + coc 


14 2cosA cosB cosC 
1+ 2senAsenBsenC. 
1-AcosA cosB cosC 
1—2cosA cosB cosC 
1-2senA senB senC 


^ 
в) 
© 
D) 
B 


45 Si: x+y+z=n, además: 
cosx + cosy + сов. = 2senx + 1 
Hallar: 
Licor 
cord + ets 
AL 92 Q4 
D)1/2 EVA 
4& SE 
sen xcos xe А+ Beos2x- Ccosdxcé Dcosóx. 
Hallar: 
MA.B.C.D 
1 1 3 
^g Lr ož 
1 
š 92a 
D J 
47. Eliminar y4si: 


senü-senj = a es) 
cost - cos = b (2) 
po 


A) 2ab = а? + b?) 
B) 2ab = c(a? b) 
C) 2ac= а? + b?) 
D) 2ac = Ма? —b?) 
E) 2bc=a(a? + b?) 


a Si 


(х (¿Jero 
Hallar elvalorde: 
L2 esee Jen bijeen 
E 


DE o 


pru 


B 


мудрено P Earn A 


49. Hallar“n”sila expresión: 50. Indicar el val 


osx" para que la 
ome su mínimo valor: 


1 


402] 
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Conocer el dominio, rangoy regla de correspondencia entre otras características, 
Aplicar el estudio delas funciones a situaciones de la vida diaria. 


Algunos de los mayores éxitos de Euler fueron en la 
resolución de problemas del mundo real a través del análisis 
matemático, en lo que se conoce como matemática aplicada, у. 
en la descripción de numerosas aplicaciones de los números de 
Bernoulli, las series de Fourier, los diagramas de Venn, el 
múmero de Euler, las constantes e y p, las fracciones continuas y 
las integrales. Integró el cálculo diferencial de Leibniz con el 
Método de Fluxión de Newton, y desarrolló herramientas que 
hacían más fácil la aplicación del cálculo a los problemas 
físicos, Euler ya empleaba las series de Fourier antes de que el 
mismo Fourier las descubriera y las ecuaciones de Lagrange del 
cálculo varlacional, las ecuaciones de Euler Lagrange. 


Hizo grandes avances en la mejora de las aproximaciones 
numéricas para resolver integrales, inventando lo que se 
conoce como las aproximaciones de Euler. Las más notable de 
estas aproximaciones son el método de Euler para resolver 
ecuaciones diferenciales ordinarias, y la fórmula de Euler- LEONARD EULER 
Maclaurin. 01707 - 1783) 


Euler ayudó a desarrollar la ecuación de la Curva elástica, que se convirtió en el pilar de la 
ingeniería. Aparte de aplicar con éxito sus herramientas analíticas a los problemas de mecánica clásica, 
Euler también las aplicó sobre los problemas de los movimientos de los astros celestes basándose en los 
cálculos obtenidos a través de las curvas senoidales, dando los primeros pasos para el desarrollo de las 
funciones trigonométricas. 


Su trabajo en astronomía fue reconocido mediante varios Premios de la Academia de Francia a lo 
largo de su carrera, y sus aportaciones en ese campo incluyen cuestiones como la determinación con 
gran exactitud de las órbitas de los cometas y de otros cuerpos celestes. 


Enel campo de la mecánica Euler, en su tratado de 1739, introdujo explícitamente los conceptos de 
particula y de masa puntual y la notación vectorial para representar la velocidad y la aceleración, lo que 
Sentara las bases de todo el estudio de la mecánica hasta Lagrange. En el campo de la mecánica del 
sólido rígido definió los llamados «tres ángulos de Euler para describir la posición» y publicó el teorema 
principal del movimiento, según el cual siempre existe un eje de rotación instantáneo, у la solución del 
movimiento libre (consiguió despejar los ángulos en función del tiempo). 
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Sin duda alguna una característica importante de las funciones trigonométricas es su peridiocidad 
(se repite una y otra vez), estos fenómenos ocurren en la naturaleza como la luz, el sonido y la 
electricidad. 


Así en el presente capítulo estudiaremos las propiedades y gráficas de las funciones 
trigonométricas. Antes veremos algunos conceptos previos. 


wmm = 
FUNCIÓN 


Es el conjunto de pares ordenados (x; y) tal que para cada valor de la primera componente (x) le 
corresponde uno y solo un valor de la segunda componente (y) 


Ejemplos • А = {(0; 1), (2; 3); (42; 4)} 
+ B ((0;0) (43; -1); (42. 


DOMINIO DE UNA FUNCIÓN (Dom) 


Es el conjunto de valores que toman las primeras componentes de la función. 


Ejemplos: • Dom A = (0:2: VĒ} 
* DomB= (o; 3; V2) 


= twitter.com/calapenshko 
RANGO DE UNA FUNCIÓN (Ran) 


Es el conjunto de valores que toman las segundas componentes de la función. 


Ejemplos: + Ran A = (13:4) 
Ran B=40;-1) 


Es la relación matemática que existe entre la primera y segunda componente de la función, y 
se denota: 


Relación matemática 

Variable independiente .... 1ra componente 

: Variable dependiente 24а componente 

Ejemplos: + y= 2x y=) 
* yel ух 


f aoa BIS анынын 


La gráfica de una función es la representación en el plano cartesiano de los pares ordenados que 
forman la función mediante la regla de correspondencia: y = f(x) 


Ejemplo: — Construir la gráfica de la función 


y = fü) = |x| 


Resolución: Es evidente que el Dominio de la función es R, efectuamos la tabulación para 
algunos valores y así obtener los pares ordenados. 


y= |x] 


Por la definición de una función sabemos que por cada x en el dominio de f corresponde un valor 
único f(x) en el rango . Esto significa que cualquier recta vertical que intersecta la gráfica de f puede 
hacerlo como un máximo en un punto. Y viceversa, si cada recta verticalmente intersecta la gráfica 
de una relación por lo menos en un punto, entonces la relación es una función. 


Ejemplo: 


1. Enla figura vemos que cualquier recta vertical intersecta la gráfica de la relación definida por y=e*, 
en máximo un punto. Por lo tanto, la relación determina una función у= /(1).. 

Ш. Como la muestra de la figura, una recta vertical puede intersectar la gráfica de la relación por |x| + 
ly| =2, en másde un punto. Porlo tanto, la relación no determina una función y=f(x). 


(a) Gráfica de una función (Porque toda linea (b) No es la gráfica de una función 
vertical la corta a lo más en un punto) (Porque presenta dos puntos de corte) 


(c) Gráfica de una función 
(Porque presenta un solo punto de corte) 


Ejemplo: Cuál(es) de las siguientes gráficas representan una función: 


DA 


x 


Solución: * Las gráficas 1 у Ш no representan una función, ya que si trazamos una recta vertical 
las interseca en dos puntos. 


* Las gráficas П, IV V y VI sí representan una función. 


P. TRIGONOMETRIA 


La proyección del gráfico de la función y = f(x) sobre el eje x nos indica el dominio de f y 


sobre el eje y nos indica el rango. 


Proyección de la gráfica 
sobre el eje y 


Ran f e [cid] 


— 
Proyección de la gráfica. 
sobre el eje x 
Dom f e (a; b] 


FUNCIÓN PAR 
Una función f es par si: 


Luego: 0) = fo 
Гез una función par. 


OBS: La gráfica de una función par es simétrica al eje y 


» 


у=№+1 


FUNCIÓN IMPAR. 
Una función f es impar si 


MATEMÁTICA IT 


lugo: — ftx)- 0) 
2. fes una función impar 
OBS: La gráfica de una función impar es simétrica al origen de coordenadas, 
y 


у= 


FUNCIÓN CRECIENTE 
Una función fes creciente en un intervalo I desu dominio, si para todo par x, y x, secumple: 


Ejemplo: La función y = x^ +1 es creciente V x « [0; +=) 


FUNCIÓN DECRECIENTE 
Una función fes decreciente en un intervalo I desu dominio, si para todo par x, y x, se cumple; 


Ejemplo: — La función y «x^ +1 es creciente Y x e (e; 0] 
FUNCIÓN PERIÓDICA 
Una función f es de periódica, si existe un número real T #0, tal que para cualquier x de su dominio 


secumple: 
fice) - fü ex xe Te Dom Г 


OBSERVACIÓN 


Al menor T positivo que verifica lo anterior, se le llama “período mínimo” o simplemente 


periodo. 


Ejemplo: Calcular el periodo mínimo de la siguente función: f(x) = senx 


Resolución:(I ^ Entonces: f(x +T) = fx) 
= senz + T) = sen x 


Desarrollando: senx cosT + cosx senT = senx 
Para que se cumpla lo anterior: 
cosT=1AsenT=0=T=2kx 


> T=..-25;0;2%; 4i 62, .. 


2 El periodo mínimo es 2% 


Resolución: (IT) 
f+) = fo) = sen(T+ x) = sen x 
Se busca un valor para TES =, 2) «1 menor, que al reemplazar por 
reducción al primer cuadrante, te reprodusca el segundo miembro. 
Luego: 
° Po (No verifica) 


d) sen(z+x)= вепх => senx--senx — (No verifica) 


MD sen cs) senc = -cosx =senx (No verifica) 


A) sen(2x+x)=senx=> senx = senx (Si verifica) 
Entonces: T=2x  (T:menor) 


Sea а función: (r6) = AF [kx + R]+ D E 

Para calcular su periodo (T) intervienen las constantes n y k. 

D Si la Función Trigonométrica es: sen, cos, sec y cse 
* para n impar: 


10 Si la Función Trigonométrica es: tan y cot 
* para “n” par ó impar: 


1. 6) se (2x 


EE Ci > 
э 0-2 (зке) = 
Si: fG) =6 sen x y g(x) = 7 cos 2x 
Cuál es el período de: h(x) = 6 sen x- 7 cos 2x. 


Resolución: 

Sabemos que el período mínimo de: f(x)=6senx es 2x y de g(x)=7cos2x es л, podemos ob- 

servar que no coinciden, entonces buscamos otro período de g(x) hasta que coincida con el de 

f(x). Los períodos de: 

800 =7соз2х son: x, 27, Зл, 4л 
2 hü)-6semk-7cos2x — .. su periodo es: (Z7) 

Cuando se leno una suma de funciones trigonométricas, el período se calcula tomando el mínimo común múltiplo de 
los períodos que Intervienen, 


Sea: FO = Нух) + H¿00 * HsQO + «+ Hu 
Ah LENT T 
Período де: FOO = Туу = MCMC Т; Ty ps Tp) 


Debido а que generalmente los períodos se expresan como una fracción, entonces el МСМ se cal- 
cula asf: 


ы‏ ی ا 
Ejemplos:‏ 
а) SI F(x) = cos5x - sen3x eos, hallar el período de FCO.‏ 

Resolución: Р) -cosSx s sends cocos 
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dle 


Dola observación número 4 se puede deducirun caso que se usa con mucha frecuencia, 


0$зеп?х 51 тап?х>0 sex21 
0$соз®х 51 со?х>о ex 21 
CONTINUIDAD DE UNA FUNCIÓN EN UN PUNTO 


El concepto de continuidad de una función requiere de conocimientos un poco más avanzados de la 
matemática, pero en forma "Intuitiva" se puede decir que : 

Una función es continua en un intervalo , cuando al graficarla , su curva se realiza mediante un trazo 
ininterrumpido . 


Ejemplo : 
En la figura adjunta se muestra la gráfica de la 


función y=x". Observamos que la curva no tiene 
interrupciones, entonces se dice que dicha fun- 
ción es continua. 


х 


Una función es Discontinua, cuando al trazar su gráfica ésta presenta saltos o interrupciones. 
En la figura adjunta se muestra la gráfica de la. 


función: y =. Observa que la curva en x=0 


está interrumpida , es decir presenta un "salto". 
Entonces se dice que la función es DISCONTINUA 
enx=0. 


MATEMÁTICA П. 


Dada una función y-f() tal que no está definida para algún a algunos valores de x, por ejem- 
plo x, ; Xa y x. Entonces se dice que dicha función es discontinua y que x, ; x, y x, son puntos 


de Discontinuidad. 


1 
"DGD 
Observamos que esta función no está definida рага x=1 y x=2, 


Entonces dicha función es discontinua у x=1, x=2 son puntos de discontinuidad. 


R 


DESERVACIÓN 


Las gráficas de algunas funciones discontinuas, presentan ASINTOTAS. 
Las asíntotas son rectas a las cuales la curva (o gráfica de la función) se aproxima pero sin 
llegar a intersecar. 

Las asíntotas se clasifican en: 

Asíntotas horizontales; si es paralelo coincide con eje x. 
Asintotas verticales; si es paralelo o coincide con el eje y. 
Asíntotas oblicuas; sino es paralela a ninguno de los ejes. 


N| osservación 


1. Una curva puede tener más de una asíntota vertical, horizontal u oblicua. 

2. En forma práctica para obtener las ecuaciones de las asíntotas verticales, si las hubiese , se 
despeja y en términos de (x) e igualmente el denominador a cero. 

3, Para obtener las Asíntotas Horizontales si las hubiese se despeja (x) en términos de (y) e 

igualamos el denominador a cero. 


Ejemplo : Determinar cuántas Asínotas verticales tiene la función. ¥= xy 


SOLUCIÓN: — * ASÍNTOTAS VERTICALES: igualamos el denominador a cero. 


xi-4- 0c x-i2 


Hay dos Asíntotas Verticales 


Ejemplo: Determinar las asíntotas de у- 27 


SOLUCIÓN: — * ASÍNTOTAS VERTICALES x-4-0 => a 


cuum mnm R12 IESU DERUDIE2S^ 
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* ASÍNTOTAS HORIZONTALES : despejar x en términos de y. 


1+4 ¡gualamos el denominador a cero y=0. 2) 
y 


Hay dos asíntotas: 


x 


Asintota Vertical (A.V) — шшх=4 
Asintota Horizontal (A. Н.) .... y" 


Y 1 


AH. 


ESTUDIO DE LAS GRÁFICAS 


FUNCIÓN SENO 


E=(G:y)/y=senx; x< R| 


Tabulando valores para x e y 


E" 


2 


oin 


I 
| 


pia 


Llevando estos valores al sistema de coordenadas rectangulares obtenemos. 


Gráfica: y 


senx (senoide) 
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Domino : Dfe R 


Rango : Rfe (1,1) >-1Ssenxs1 
Periodo : T=2% 
Es una función impar : sen(-X) = -sen x 


FUNCIÓN COSENO 


“Tabulando valores para x e y 


Dominio : Dfe R 


Rango: Rfe[-1;1] S -1scosx 1 
Periodo : T= 22 


Ез una función par: cos(-x) = cos x 


Periódo : T 


Es una función impar: tan (-х) = -tan x 
FUNCIÓN COTANGENTE 


[F “Ten Ry = Ve RE ern e2] 


T У = cotx (cotangentoide) 
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MATEMÁTICA И: 


Análisis del gráfico 
Dominio : DfeR-(nz);neZ 


Rango : RÉeR 
Periodo : Тел 


Es una función impar : cot(-x) = -cot x 


FUNCIÓN SECANTE. 


= seex e (e ul n) 


Periodo : Т=2л 


Es una función par: sec(-x) = sex 


AAA O AS 


Dominio : Dfe R- (ns) ;ne Z 
Rango“ i RfeR-Cl 1) 

= cse x e (=e; -1] o D: же) 
Período : T=2x 
Es una función impar: csc(-x) = -cse x 


"FUNCIONES AUXILIARES — 

[GRÁFICA DE LAS FUNCIONES VERSO, CONVERSO Y EXSECANTE | 
Dominio - Rango - Período 

+ Función Verso: 
[s 
Dominio: R o (—%; +=) 
Rango: [0:2] 
Periodo: 22 


Valor máximo: 2 
Valor mínimo: 0 


—cosx) = (х, y)/y = Vers x} 


Ес шпа función par Vers (x) = Vers x 


Кх, y)/ y =1-зепх} = (x, y)/y = Cov x} 
Dominio: R o (x; +=) 

Rango: [0:2] 

Periodo: 2 x 

Valor máximo: 2 

Valor mínimo: 0 


* Función Exsecante: 
{XS =зесх-1}= f(x, y)/y = Exseex} 
Dominio: R- [nan], nez 
Rango: К - (2:0) o (e ;- 2]u[0; +=) 
Período: 2x 


Es una función par: 
Exsec(=x) = Exsec(x) 


CUADRO DE VARIACIÓN DE LAS FUNCIONES VERSO, COVERSO Y EXSECANTE | 


x HE 
sws | ٥ | ا س‎ 
y=covx |1 pM ° 
y=Exsecx | 0 E 3 


== 


TRIGONOMETRIA 


Podemos trazar rápidamente gráficas de funciones trigonométricas dibujando sólo puntos 
“criticos” y uniendo estos puntos con una curva suave. En esta sección investigaremos el 


comportamiento de A, ky 0. 


Variación de “А” 
Recordemos que la función seno, о, (coseno) oscila entre -1, у, +1. Si multiplicamos sen x 
por una constante positiva A, podemos entonces escribir y = A sen x, y puesto que: 


El término designado A se llama amplitud de la onda senoidal: SÍ A > 1, la amplitud de la 
onda aumenta; si A < 1, la amplitud disminuye. A continuación ilustramos en una misma 


gráficas: y = Asenx, y para: А = 1;1/2;2.. š 
Asi: 


Conclusión: 
La función seno o coseno no altera su periodo original, es decir; 
periodo (2x); el valor de A" solamente alarga o acortaa la onda en forma vertical. 
Para determinar la amplitud de una función senoidal de la forma: 
у= Asenkx + 0) +B 


y d 


Variación de “k” 


Sî sen x iene su variable angular multiplicado por una constante k, la función se convierte. 
en sen kx. La gráfica de esta nueva función permanece en forma senoidal. A continuación 
ilustramosen una misma gráfica: 


y =senkx para: K=1,2, $; Asi: 


Conclusión: 
El hecho de multiplicar la variable angular por una constante "K", tiene el efecto de alterar 


el periodo para convertirlo en Тр Ael periodo de: 


senx;conk =1 


team 
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Variación de “0” (Desplazamiento horizontal) 


La suma de una constante Ө а la variable angular de senx se escribe así: sen (x + 0). La 

constante 0 tiene el efecto de desplazar la gráfica de la función seno hacia la derecha o hacia la 

izquierda. Si: x + Ө = 0, deducimos: x =-0, este valor recibeel nombre de corrimiento de fase. 
En la siguiente figura ilustramos la variación de Ө, para: 


y =sen(x+0) donde: 0= 


Conclusión: 


Si 0 es positiva, el corrimiento es hacia la izquierda, y si 0 es negativo, el corrimiento es 
hacia la derecha. Pero, lo que si observamos es que 0 no altera en nada el período de la onda. 


Suma de una constante B a la función (Desplazamiento vertical) 


Sisumamos"B" а cada valor de sen x obtenemos: sen x+ B. Por lo tanto, la gráfica de senx + B, 


es simplemente la gráfica de senx desplazada B unidades hacia arriba o hacia abajo. A 
continuación ilustramos en una misma gráfica. 


senx+B para: 


AAA rr rerums 


Conclusión: 

Observamos en la gráfica. que si B es positivo, la gráfica se traslada hacia arriba y si B es 
negativo se traslada hacia abajo. Aquí también podemos constatar que no se alterar el periodo 
dela función, 


Resumen: 
Los resultados de los análisis anteriores se pueden resumir como sigue: 


M 
* 0 : Ángulo de fase: 0>0 (derecha) 
9 <0 (izquierda) 
* B : Constante: B > 0 (desplazamiento hacia arriba) 


B < 0 (desplazamiento hacia abajo) 


LIII Tp V EE 
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* Desplazamiento Horizontal: kx + 


Las gráficas de las funciones más generales: 


y= Aun (kx + 0) у= A cot (cx 0) 


Se analizan de una manera semejante a las ondas senoidales. En el caso de y = A tg x, no 
llamamos a A la amplitud por que esto implicaría que la función es acotada, La constante А, 
entonces, multiplica cada valor funcional pero no tiene otro significado gráfico. 


El período (T) detankx es: 


* Laconstante 0 es una constante de ángulo de fase y actúa para trasladar la función básica 


hacia la derecha o hacia a izquierda. 


Ejemplo: 
Graficarla función: y = (а) 


La manera de discutir el trazo de funciones más generales como ejemplo: y = A sec (kx + 0), 
y = Acsc (kx + 0) essemejante ala discutida para las otras funciones. Basta decir que las formas. 
de ondas básicas siguen siendo las mismas, pero las constantes A y k ejercen una especie de 


estrechamiento vertical y horizontal, mientras que O efectúa una traslación horizontal, 


team CALAPENSHKO 
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Si una función está compuesta por la suma de dos o más funciones trascendentales o simples, 
frecuentemente es deseable obtener la gráfica trazando las gráficas de las simples y luego sumar las 
ordenadas. Para una mejor ilustración se sugiere estar atentoa losiguiente: 


Ejemplo 1: 
Resolución: 


Graficar: y = cosx + 2x 


Empezamos diciendo que a función original y está compuesta por otras dos 
funciones y, y ys demodoque: уу =cosx e у,=2х 


Acontinuación elaboramos la gráfica de cada una de las funciones. 


AD=AC+AB о уту +5, 

Sobre la construcción de la gráfica de y = 2x + cosx se van asignando 
distintos valores a x, luego se van calculando los valores correspondientes de y, ^ 
у finalmente seobtienen: (x у, + y). Varios de estos puntos e usaron paratrazar. 
la gráfica anterior: Por ejemplo, si: х = OA entonces: y, = AC , ys = AB, y 
haciendo CD = AB tendremos: y = AC + AB = AC + CD = AD 


Para obtener la gráfica de la función: у= (х) (x) a partir de las gráficas de las funciones f y g, 
necesario sumar los valores correspondientes de las ordenadas de las gráficas de estas funciones, 


Construya el gráfico de la función 6 si (х) ex sex 
Consideremos y, =x e y,=senx. Seleccionemos algunos valores de x e Dom f 
y evaluemos la suma de ordenadas ууу, 
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En la figura se observa las gráficas de las. Luego aplicando la suma de ordenadas obtenemos 
funciones previas . en la figura la gráfica de f. 
Kartene 


Teniendo en cuenta el mismo procedimiento para la obtención de la gráfica de la función 
f(x) = x + sen x, usted puede verificar que la gráfica de la función g(x) = x + cos x es tal como la 
mostrada en la figura siguiente: 


ai) eco 


de la función dada; 


* 83) 72 cosx 
"Y 


* Para cada caso hallar el dominio y el rango 


MATEMATICA II 


Indicar el dominio de cada función para 
cada caso. 


f(x) = senx — хес 
800 =70082x — Di | 
h()*312nx — D= 


Indicar el rango de cada función: 
f(x) = senx мара 
f0 = он — R> 
Kx)-7unx — R= 


cosx 


=O= cosa 


El dominio de f, son todos los valores de x donde f esta definida, entonces: 
1- cos 2x #0 = cos 2x +1 


—2x; 0; 2x; 45; бя 
50; m 2 36 oen 


EN 


Resolución: Por definición de sec x, entonces: 
xeQkeno 


Luego aplicando la identidad: 


sen 2x = Z sen x cos x 


Obtenemos: f(x) = 2senx.çosx.secx 
LT Recíproca 


team CALAPENSHKO. 


LIERO 


PROBLEMA 3 


Resolución: 


Y MATEMÁTICA LI e 


Calcular el menor valor que toma la función definida por: 
к) = 03x62 sen 2x 
senx 
ADMISIÓN UNI 2017 - 11 


Nos piden el menor valor de f(x). 
Analizando f(x), se observa que: 
sen x «0. 


_ senx(2cos2x & 1) « 2(2sen 
senx 


100 
f(x) = 2cos2x +1+4cosx 


Aplicando identidades del arco doble: 
f(x) = 2(2cos* x 1) 4 1 4cosx. 
1(x)=4cos" х+4со5х-1 
f(x) = Ссовх +10 -2 в) 


Debido a que sen x + 0, entonces: 


-1«cosx «1 


Formando la función (a) obtenemos: 
—2<2cosx<2 
1<2созх+1<3 
0<(2созх+1)#<9 


-25(2совх+1, 


-2<f00<7 


AN 


[28] 


team CALAPENSHKO. 


Resolución: — Reduciendo la expresión, usando la identidad: 
соз3х = 4cos? x - 3cosx 


Tenemos: 
f(x) = Scos? x - 3cos? x - (4cos! x - 3cosx) 
(х) = cos x—3cos tx #Зеозх —— 
Sumando y restando 1: 


r cadera 


Restando 1: -25cosx-15-È 


team CALAPENSHKO. 


MATEMÁTICA II 


Resolución: — identificando la amplitud (A) y el periodo (T) de: f(x) = 4cos 8х 


A s 
Tenemos: A-4 TS TRE 


Luego el área solicitada esta formada por la región rectangular OABC, la cual se obtuvo 
poreltraslado de regiones (por simetria), asfel área de la región sombreada es: 


Resolución: 


Considerando la ecuación generalizada: __„ 
fG)o Asen(Bx +C)+D 


Del gráfico; Yus = 
Luego la amplitud (A) de f es: хь, ñ 
a Y cs 


Yua -2 


La constante B nos relaciona con el periodo (T) de f es: 


La constante D es el desplazamiento vertical y se calcula: 
DL Vida ү 
7 


La ecuación quedaría así: 
бэ-зе{%®.с]уз ша) 


Ко) m Ix ex cosx 4» edi 
f(x) -l-xL e Cx)? со5(-х) 
10-х) ell ex? cosx "€ 
fcx) = fo) „ери s 
f(x) ex xi-x sen x 
(dal ea > 
fcxe-xi-x x senx 0 


fx) fo) fnoes par 
fü)ecox-senx — 

K-a) = cos{x) -зеп(-х) 
(Сх) e cos xesen x 

0-х) 100 fno es par 


. f(x) -lx cos? x-x sen x 

(Сх) 1-х соз (-х)-(-к) веп(-х) 
0-х) = 1х cos! x-xsenx. 

fCx) =) fespar 


A todo el püblico en general: 


El Proyecto Modo Scan+100 2.0, nace de una idea del 
Team Calapenshko, 

el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente, este libro 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analíticamente, así que te invito a leerlo. 


No pagues por este libro de circulación gratuita, 
büscalo en la red. 


Atentamente, el GRUPO CALAPENSHKO 


28 de agosto del 2020 


dle 


Luego: 


Luego: 


fex) sen C) . costa) . tg) 
Caen x) . cos x. (tg 
fCx)msen x. cos x. tgx 


ftx) eG). 


^ fes una función par. 


f = 00 


2. fes una función impar 


m. 


Luego: 


ftx) = сзс|зеп(-х)! 
f(x) = ese|-sen x| 
fcx) = esclsen x| .... OBS: |-x| = |х] 


(Costo 


* fesun función par 


teo uo n 


100 = Can [-an(s- 2 az 


f(x) =-tanx. GAS w(x-5) 


Luego aplicamos el método de adicción de funciones, se obtiene la gráfica de f. 
Siendo 
Xy ejsenx|; y =|cosx] 


TABULANDO: 


E HE 


0 = ууз. | 1 [v2 


DomfeR 


Ran f e [542] 


Zr 


Observamos que existen dos puntos de intersección entre los gráficos de y, e ya 
O sea que cumplen (1) 


+. Existen dos puntos de intersección entre f y el eje de abscisas. 


A SS 25 A RA 


Para hallar el mínimo de f, aplicamos el método de completar cuadrados asl: 


f() =2+1+25enx «sen x 
f0) = 2+(1+senx)* 
Sabemos: -1ssenxs1 
w 
Sumando 1: O<1+senx 52| 


Elevando al cuadrado : оазе 4 


Sumando 2: азаа 
2510056 


team CALAPENSHKO. 


FONDO EDITORIAL КОРО: == 


созЗх —cosSx 
sen3x +зеп5х. 
sie periodo mínimo de f es T, halle el valor de la siguiente expresión: 


PROBLEMA 15 La función f se define como: f(x) 


-r-a D(a) ADMISIÓN CALLAO 2015-1 


Resolución: Por transformaciones trigonométricas: 


_ 2sendx.senx. 


©) 
2sen4x.cosx 


fo)=unx > T= 


(2-V3)=x 


Nos piden: D = «(2+ (San = 2-245 


2 


> 2 


PROBLEMA 14. Calcule el producto delos períodos de las funciones: 
=n) A g(x) =2со(-3к +1 


Resolución: 51 100) =Atan(Bx+C)+D ó 
f(x) = Acot(Bx +С) + D 


El período se calcula: T= 


в 
Luego f) = tan 22) 
8 (09 = tan | F) 
n-1-7 
3 
También: g(x) = 2cot(-3x 


әт, 


team САГАРЕМЅНКО 


| 


Hallando los puntos de discontinuidad: 
" z 
Para: x SERED D ez 
Para: сих ox = ka = 
Luego: ponte в (E) кет 
Simplificando la expresión, tenemos: 
f(x) = tanxcotx + Јат + 2cosx = jar. 
100 - 14 2cosx і 


Finalmente quitamos los puntos de discontinuidad. 


fG) = [eotx| - secx ; 0<|xl <, 


Zex<o uo<x<i 
2 2 


team CALAPENSHKO. 


AS TRIGO YO METRI АА 
Reemplazando : 0=|сосх]-зесх 


|согх| = secx- 


Lo pedido es equivalente a determinar los puntos de intersección entre ellos: 


team CALAPENSHKO. 


AY MATEMÁTICA I 


80) = [tanx] + [coms] 


ht) = |eotx| 


100 = Jranx] 


team CALAPENSHKO 


TRIGONOMETRÍA 


senx «senx? 


Resolución: Del enunciado: (х) = EES 
Pe. [sen xi - [сов xi 


Se nota que el denominador tiene que ser diferente de cero: 
|senx|-]cosx|«O — jtanx|wl 


Dedonde: 0 tmx&l > xekeezikez 


i) manxa- > xke keZ 


En conclusión: хека 


FROBLEMA20 Sefaleti rango dela función: 
y=füG)=un2x+tan2xcotx-1 ; xe E 5) 


También. CES 


2x) + acl 


RA 
100 =cor(F=x) 


Dato а = 
4 D 
зк ES 

Muliplieando x (1: x SS 


Sumando È mam: 


Graficando en la CT 


Evaluando рага: 


El rango es (0; +=)-{1} 


- B D == = 


team CALAPENSHKO 


faremo mo D 


luego, raficando el recorrido de a y extensión para caca, se tiene: 


97 


aquí se deduce que: 


1<cc(plez)<a 
2<2(0|+2)]<4 


1<20c(19+5)-133 


D 


st()ecx3] 


AAA AS ay 


Resolución: 1а función "f" existe siempre que: 


nu 
Luego la función ^f" es idéntica a: 
pum 
m cosx 


f(x) = 2cos2x -1 ; x (n+) 


ET 
2'2 


De esta función obtenemos: 
* Amplitud: A=2 
teo Tax 


En gráfico de "f" de amplitud 2 y periodo x, desplazando hacia abajo 1 unidad. 


Resolución: Та función es idéntica a: 


f (x)= 2senx cosx (secx.csex) 
1 

созк зет, 

f (=2 ; sem #0лсозх #0 


О) zem cosa | 


A todo el püblico en general: 


El Proyecto Modo Scan+100 2.0, nace de una idea del 
Team Calapenshko, 

el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente, este libro 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analíticamente, así que te invito a leerlo. 


No pagues por este libro de circulación gratuita, 
büscalo en la red. 


Atentamente, el GRUPO CALAPENSHKO 


28 de agosto del 2020 


dle 


TRIGONOPIE: 


Resolución: Observa que la función "f" existe si: 


зепх #0 ^ cosx=0 


xo tnez 


Analizamos a "f" en cada cuadrante:, 


si: 04x47 a, Ба 


O 1 (2 


si: Ear ET Koss] 


"NM 
S ہہ‎ E, =l 


2 
f) emt, ene 


La función "P" existe siempre que: 
senzx +sen3x + sen4x # 0 
“Transformamos a producto la expresión: 
(sen 4x sen2x )+ зеп3х «0 
2sen3x cosx + sendx «0 
sen3x (2cosx +1). 0 


i)sentxa0  — 3x 40,8, 2,3,4 


Ë a 
ii) osa > 


+ 


2 


4 


x y ez 
AR B)R-(2kx) C) R- (kx) 
kr > 
DESI DERIS 
Acerca de la función: 
= senf E (X 
t = sen (Z )eos( 3) 
Podemos afirmar: 
1. Dominio: D f e R 
Ш. Rango: А ѓе [-1; 1) 
Ш. Periodo: T = w 
А) Solo 1 B) Solo Ш C) Solo Ш 
Diyn D) Todas 


Acerca de la función: 
(0) =(V2cosx + (VĒ cosx - 1) 

Podemos afirmar: 

L DomfeR 


n. Ranfe(2;2] 
ш. si: ®<х<2я = f es creciente 
М. fes una función impar 


A) Solo 1 
Diyu 


ү B) 500Ш C) Solo Mm 


miyu 


Sea la función definida por: 
ку = — cox 
©озх-зепх 
Determine si es verdadero (V) o falso (F) 
en cada proposición: 
C) DomfeR 


C) Ranf e [-2; 42] 


TRIGONOMETRÍA 


С) Es creciente para x € (n; 22) 
( ) Es decreciente para x e (1; 2) 


Aww 
D) FFFV 


BVEV è C)FFVV 


E) FFFF 


Silos pumos PO; у Q[#;2) 


pertenecen a la gráfica de la función: 
f(x) = a senx + b cosx 
Determine su regla de correspondencia 


A) fO) = 2senx - 3cosx. 
B) fü) = 2senx - cosx 
C) f00 = senx - 3cosx 
D) IGO = 3senx + 2cosx 
E) f(9 = 2senx + 3cosx 


De la figura: hallar “A + D" 


№2 вз ©з 
05 B6 


Del gráfico, hallar el área de la región 
sombreada. 


team CALAPENSHI 
III. 


D 


D 


ГА 


n 


Siendo “P” y “Q” los puntos deintersección 12. Según la gráfica mostrada, hallar: ^ 
entre las gráficas de las funciones 
f(x) = senx y 800) = cosx, en el intervalo 
de [0; 2л]. Hallar PQ. 


Aru B)2xu Ožu 
[EESTI ву +2 
А2 B4 c6 
Hallar el dominio de la función f, cuya Ds E) 10 
regla de correspondencia es: 
18. Bosquejarla gráfica de: 
f(x) = узепх -cosx 
ку) = sens lens 
para x en [0; 2л] 2 
ICE 
a se 
ШЕ dl 
© yy 
Hallar el dominio de: ahan, 
100 = Усов? x-1 + sen x - 
D py D p 
А) (кк); e Z В) (Qkx); k e Z lane, 5 
к. 
о аа 14. En un osciloscopio se muestran dos ondas 


senoidales de amplitud 1. 
DR De Hallar las abscisas de los puntos M y N 


De la gráfica mostrada, hallar el área de la 
región triangular ABC. 


y y=6c052x 


15 


ГА 


т. 


Indicar el periodo de la función: 18. Graficar la función: 

160 =senxcos? x —cosxsendx оо = Jsenx cosx tanx 
mE mE dre ю ру в) p 

* ы LA 38 xi 
DE Di 
А о фу 

Hallar la regla de correspondencia de la жо Га x 
senoide mostrada, siendo P y Q puntos 
máximo y minimo respectivamente: D {у D фу 


19. Hallar el rango de: 
109 = 


A) Re 02; +=) 
B) Rfe[3; +) 


XO qx 


senx tanx = cosx . сох 
Senx-cosx 


as © =2]0 [2; +0) 
№ =n (+5) D) Rf e (=e; -2] u (3; +0) 
E) Res) (3; +e) 
CEE 
í 20. Para que valores de "x" en el intervalo 
O R9 snk - Û -1 (0; x) la función f es no negativa: 
D) 0 = зек + 1 TO E 


E) fO) = 4en(zx- x) + 1 


Determinar cuáles son funciones impares: 


L f) = senx . cosx 


п. god= coe (5211) 


HL hO = sec(rescx) 


A)Solo] ^ B)Sololl C) Solo 
Diyn отуш 


MDEDABRPENSUKQ: uL ANY mare marica 1 8 


M Considerando a la función: 
16) =1 4senxsen Esen (x+ 2) 


Hallar: | ба f 


42 m a o2 
D)-2 Ei 
32 Si: 
f(x) = cov|x| 


Indicar verdadero (V) o falso (F) en cada 
Proposición: 
() 160 es creciente en G > 


C) (х) es decreciente en 


() f) tiene como rango (0; 2] 
CO. 109 es una función par 


AJFRFR В) FFFV [d 
D) WEF E) VW 


23. Si el período de las funciones: 
f(x) = senxx.cos xx 
sen3x+senx 
k 
һо) zem 


Son Т, T; y T; luego se cumple: 


A T>T,>T, 
B) Tn-n-T 
O тетт 
D T+T =z 
D TOh-T 


24. Acerca de la función: 


senx cosx 


fe e 


Cuál de las alternativas es correcta: 


A) DomfeR 
B) Ranfe(-1,1) 
C) Su período es: T = x 
D) Es una función impar 


E) Ef discontinua para x = кер 


Dadas las funciones: 
к) Ў sendy л 36) = Ў cos? x 
& я 

Luego acerca de la función: 

зо) = (00 . 6) 
Se puede afirmar: 
L DomheR 
H. Ranhe(-1;1) 
Ш. Su período 
IV Es una función раг 


AJSolol В)5оӧоШ С) Solo 1V 
Diy Ely 


Considerando a la función: 

(0) = созх. cos 2x . cos 4x 
Hallar la ordenada del punto de 
intersección de la gráfica de la función 
(x) definida así: 


men 
yelejey 

Ar Bos C)025 
D) 0,125 E) 0,1 


Usando solo la definición hallar el periodo 
de la función: 


(0) = tan(cos x) 


z за 
ют Ba СЕУ 
D) 2x юз 
Si la abscisa del punto P es “xç” 


Hallar; cos Зх + 2 cos xo 


A)05 в)-05 ©з 
0-1 Eo 


En cuantos puntos intercepta la gráfica de 
la función: 

(00 m 2xcosx -& 
Con el eje de las abscisas. en el intervalo 
de C25; 28) 


A) Uno B) Dos O Tres 
D) Cuatro E) Cinco 
Resolver: 


senx(2senx+1)21 
para x en [0; x] 


31. Determinar el rango de la siguiente 
función: 
о) = (L + senxcosx)Q - senxeosx) 


32. Considerando a las funciones: 
р(х) = 3senx—4cosx 
б(х) = 3sen°x-6cos?x 
Hallar: RanF ^ RanG 


AM-5:i-5] 7 в) (-5;-3] 01355) 
D)(-5;3] E) [3;6] 


33. Lasumadel máximo y mínimo valor de: 
f(x)  3cos'x + Scosx 


es 
Di 61 n 

о Dr o 

оо юв 


MATEMATICA II 


35. Acercadela función: Se puede afirmar: 
f(x) = /6(зепх + cosx) + (зеп х — cosx) 
Determinar verdadero (V) ofalso (F) a cada A)Sdo]  B)SdoH Суп 
proposición: Diyu юпуш 
L Su periodo es 2x 
H. Капе [42:46] 39. Hallarelárea de la región sombreada, si el 


Ш. Es creciente para xe (0; 2) 


Lot: onem а la tangentoide. 
М. җе (2;3)/ f) -0 8 


AWW BYW ë OF У 
D) FFVF. E)FFFF. 


36. Hallar los puntos de discontinuidad de la 
función: 


senda esenáx 
C= аса zxesenxcoss! К Z 
x kx 
®а@к+у2 В) kr Qu: mie oiv 
DES E) ke pf 
5 


40. Dadala función: 


б) = tan! x «Van! x +8 
Hallar el número de valores enteros que 
Toma el rangosi: 
B < x< n+arctant2 l) 
E DO ов 
Da E10 


41. Sielperíodo delas funciones: 


Aral Bn — Qan f) = I-sen6x 
пуал? E)6nu? 800 = зеп? х +зеп3х 
; 1 
32 бабо fi) => son T,,T,y T; Juego se cumple: 
Tenemos: > ЖТ, 
Ll. Eserecienteen (2;3) BED PITE 
H. Esdecrecienteen (1; 1,5) © T-«1,-T, 


E D т,>ту>т, 
E IL E T,<T,<T, 


CEEEIUTZUSEIUTUUUERGIL us EET HIE 


42. Indicar verdadero (V) o falso (F) en cada 
proposición: 
L. La función y = vers x es creciente 
Wxe (ri2) 
IL La función у = covx es una función 


раг 
Ш. La función y = | Exsecx | obtienesu 
mínimo valor para x= kz; keZ 


Аууу D ow 
D)FFV ЮЕ 


43. Cuántos puntos de intersección existen 
entre las gráficas de las funciones: 


f) = versx 
800 = соу2х 
enelintervalo [-27; 22] 
N4 B)6 os 
D)10 E12 


44. Hallarel período dela función: 
verax = cov x 
kaw. 


D Ba o 


46 Delasiguientefunción: 
160) = созбен) 

Determinar (V) si es verdadero o (F) si es 
falso en cada una de las siguientes 
proposiciones: 
1. Lafunciónescrecentepara хе (0; 3) 
I. Esunafunción par de período"s" 
Ш. El campo de variación de Қа) es: 


[cos1; 1) 
AWE B)FFV Om 
Dyw E)FFF 


7 THIGOYOMETRÍA 


Luego de esbozar la gráfica de la 
función: 


E) V6 +2 


Cuántos puntos de intersección 
entre las gráficas de las funciones: 
fp) = x + cosx 

30) =xcosx 

en el intervalo para x en (-2л; 27) 


A1 92 ©з 
0)4 Bs 


A A 453 HSE a a 


team CALAPENSHKO. 
LIBRO penan А 
49. Expresar gráficamente el dominio de la 50. Considerando la función: 


función £ R> R fG) = [sen x] - [cos x] 


f(x, y) = Jeosx-Tyi Hallar los valores de "x" para los cuales se 
cumple f(x) = 0 


А Y NOTA: [ 1: máximo entero 


» Y 
x 

© y 

» Y 

D Y | 
x 
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r йт шшш ион ын quud 
einversas. FIDELIDAD MORIR 


En su Methodus Incrementorum Directa et Inversa (Londres, 
1715) desarrolló una nueva parte dentro de la investigación 
matemática, que hoy se llama cálculo de las diferencias finitas. 
Entre las distintas aplicaciones, se usó para determinar la forma del 
movimiento de una cuerda vibrante, reducido por él por vez primera 
con éxito a principios mecánicos. El mismo trabajo contenía la 
famosa fórmula conocida como Teorema de Taylor cuya 
importancia sólo se reconoció en 1772, cuando Lagrange se dio 
cuenta de su valor y lo definió como "el diferencial principal del 
fundamento del cálculo”. 


En su Ensayo sobre la prospectiva lineal (Londres, 1715) 
Taylor expresó los verdaderos principios de la prospectiva de modo 
más original y general que los anteriores; pero el trabajo tuvo algún f 
problema por su brevedad y su oscuridad, defectos que se pueden. — 

aplicara la mayor parte de sus obras. a pan 


Como matemático, era el ünico inglés tras Isaac Newton y Roger Cotes capaz de competir con 
matemáticos como Johann Bernoulli. Sin embargo, gran parte de los resultados de su demostración no 
tuvieron repercusión o se perdieron a causa de su incapacidad de expresar sus ideas completamente y 
con claridad. 


Un trabajo póstumo titulado Contemplatio Philosophica fue impreso en 1793 por su sobrino, Sir 
William Young, que tenía un prólogo sobre la vida del autor y las cartas recibidas por Bolingbroke, 
Bossuet. Muchos de sus artículos breves se publicaron en la "Phylosophycal Transactions of the Royal 
Society”, volúmenes del 27 3133, incluyendo los informes de algunos experimentos interesantes sobre el 
magnetismo e sobre la atracción del vaso capilar. Publicó en 1719 una versión mejorada de su trabajo 
sobre la prospectiva, con el título Nuevos principios de la prospectiva lineal, revisada por Colson en 
1749, eimpresa con el retrato у la biografía del autor en 1811. 


"Taylor en su obra Methodus Incrementorum hizo una primera aproximación completa sobre la 
refracción astronómica. En 1715, Taylor encuentra que el movimiento de un punto arbitrario de la 
cuerda es el de un péndulo simple y determina su tiempo de vibración (periodo). Obtiene en su lenguaje 
propio, un tanto distinto del nuestro, la ecuación diferencial dela cuerda vibrante, es decir la ecuación 
unidimensional de ondas, y а partir de ella halla una solución: la forma de la curva que toma la cuerda 
enun instante dado es sinusoidal. Base para obtener la inversa de una función periódica, 


team CALAPENSHKO. 
LIBRO. 


Sin duda alguna el tema de funciones trigonométricas inversas para muchos de nosotros es 
complicado, pues no estamos acostumbrados a ver expresiones como y = arc senx (se lee: "y es un 
arco cuyo seno es x”), pero nos es familiar esta otra expresión como: y = senx. En este tema 
analizaremos la relación entre funciones trigonométricas inversas y funciones trigonométricas 
directas, 


1. FUNCIÓN UNIVALENTE 
También llamada función inyectiva, es aquel conjunto de pares ordenados (x; y) tal que para cada 
valor de la segunda componente (y) existe un único valor de la primera componente (х). 
Ejemplos: f= {(1;0); (01D) „función inyectiva 


Е= ((0;0); (150,5); (2;0)} _ ...noesfuncióniyectiva, pues para y =0 
lecorresponden x=0 o x=2 


Una función es inyectiva si toda recta paralela al eje corta a su gráfica a lo más en un punto, 


Ejemplos: 


Función inyectiva Función no inyectiva 


| DESERVACIÓN: 


Las funciones trigonométricas por ser periódicas, no son inyectivas 


2. FUNCIÓN INVERSA 
Si una función f es biyectiva (inyectiva y suryectiva) entonces tiene inversa y se denota por 
fofi 


Para obtener una función inversa, en su regla de correspondencia se intercambia x por y e 
y por x. 


Ejemplos: — Hallarla función inversa de: 
+1 pora x en[0;3] 


zx 


TRIGONOPII 


Seobserva: 
Df=1(0;3] y Rf= [1;7] 


Luego: 
DE = 7) y АЁ = [0:3] 


БА OBSERVACIÓN T 
Las gráficas de las funciones f y f* son simétricas respecto a la recta y = x 


Las funciones trigonométricas ya son suryectivas pero no son inyectivas, luego restringiremos 
su dominio (como el cuadro adjunto) haremos que sean inyectivas, por lo cual podremos hallar su 
función inversa, 


y^ CALAPENSHKO. 


——— aneméniacs 
Meme + st sa ama 


+ s owl parco) 


e Si: шаф=5 = q=arccor(s) 
A continuación le presentamos las gráficas de las funciones trigonométricas inversas. 


1: FUNCIÓN ARCO SENO 


Sea la función: y = sena ; хе. Graficando fy f* 


Despejamos х: x= areseny 


Intercambiando variables: 


y=arcsenx Q... ee 


Luego: Df* = Rf = [-1; 1] 


ar otr 212, 


] 


Finalmente: 


Función creciente impar 


2. FUNCIÓN ARCO COSENO 


[ос уде R2/y =arecosx ; xe [1:1] 


Domino: [2151] 
Rango: — [o:x] 
Función decreciente 


== 
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TRIGONOMETRIA 


3. FUNCIÓN ARCO TANGENTE 
f= loc y)e R/y =arctanx ; xe R} 


A. FUNCIÓN АКСО COTANGENTE 
t= {0 y)e В?/у s arccotx ; xem] 


Domino: R 
Rango: = (0; =) 


Función decreciente 


5. FUNCIÓN ARCO SECANTE 


f= (os y)e R?/y =arcsecx ; xe Ё-(-1;1)} 
Domino: (—e;-1]u[i;e) 
mango: [n2)(5s] 


Función creciente 


bo NN rores d 


6. FUNCIÓN ARCO COSECANTE 
eoe R/y =aresecx ; xen -(:1)] 
Dominio: (—;-l1]u(1; +=) 
Rango: [9-0] 
Función decreciente 


z 
IS 


area = 
arcsec) - 0 

z 
ari 


9 = are sen (N) 


ELI 


PROPIEDADES PRINCIPALES 

1 | sentaresen()=N ; ме. 
cos(arecos(N)) =N ; М№є [-1;1] 
tan(aretan(N) =N ; Ne R 
со (arccot(N)) =N ; Ne R 
sec(arcsec(N)) =N ; NeR- 


2 


esc(arese(N)) =N ; 


arcere (sc) = 9 


arcsen(-x)--aresenx ; 
 arccos(-x) =z- arccosx ; 
atan) = -arctanx ; 
arecot(x) = x-arceotx ; 
arcsec(-x) = x—arcsecx ; 


хет _ 
хє[-1;1] 
xem 


Carece) =-исосх j 


Чеч) 


® arccot(cor3) - 3 
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о MATEMÁTICA II 


`B к 


* arctanS+arccots = £ 


+ aresec2+arecse2= 


юа ы! 


are semn tare сөк =, xe [1,1] 


a = are senx ^ Û = arc cosx 


> sena = X ^ cos0 =X — x=: 
De la última igualdad se deduce que: a + 


. Ena EN, 
arcian(—7) ЕСЕ EJ E 


team, 


Dancers saec 2) ;-1<x<1- 6} 


asarcsenz > sena =x ; EE ge 


2'2 


orae ( 1)-oe- 1. 
x x 


je 
асас 
Observando el intervalo de variación de a y 6, se deduce que a0 
5 amem arce E) 
x 
5 arctanx «aen (3)- six eo 
Sea: a = are tan Xx + tana = х 


ас 


ЕР] 


Ahora: x= tana = anû 


Debido al intervalo de variación de a y û. 


Ө=а+л-эа=Ө-л 


^ are anx careo (1)- ;х<0 


twitter.com/calapenshko 


"YOMETRÍA 
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MATEMATICA II 


aja oja ela 


c) sepu m uus 


3. Calculeelvalorde: 


a) are sen y arccos 


rr 


4. Calculeel valor de: 


Y y y =arccorx 


У 9. 


& Determineel Rango de cada función: 


a 
a) f(x) =arcseng x e| —;— 
2 


СРР] 


9f зеке (21:2] 
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Resolución: 


PROBLEMA 2 


Resolución: 


THIGONOMETRÍA 


Determine а valor de M, Si 
Masen arccos Je cos tarctan 15) E 


Lo pedido: M= sen arecos32)  coslactan 15) 
se: 
2 i) a= arctan iS 
E tana = VIS, en un miéngulo 
^. сове = en un triángulo. 


rectángulo. 
N 
T 
Reemplazando en “M” 
Mi sene e cosa 
ESI 
Mta 
2 M=1 


Determine elequivalente deN, si: 


el 


E <агсвеп(Ч) <£ 
Elda] 


0 sarccos(N) 5л 


Resolución: De la condición: — arctan(x)- arccos| 


Haciendo: 0 = actan(x) = arecos( 2) 
0 6-arctan(x)-» (апд =x 


eremi) ned 


Reemplazando en (i): x= tang PA m 7 E 
zef NEE 
Resolución: Lo pedido: P =tan(arctans + arctans - x) 
° a=aretan4 = tana = 4 
ses йш: TENIS 
Reemplazando en “Р? 
tan(a+ 0-2) 
tan(- [x- (2 9)]) 
Por reducción al primer cuadrante: 
: `. P= -tan[x- (a +0)] 


P - -[-tan(a «6)] 
P=tan(a +0) 
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o TRIGONOMETRIA. 


Resolución: De la condición: акла) arccos $ 


pea 


team CAI ISHKO. 


пе MEE == samanan 


M = arccosx + arccosy + arccosz. 


LARES 
Sumando mam: +m =+, 
Za 


> MaŠ 
Mm 


A CUP ae EIS EotN Een ea 


Luego, analizando (i) no se cumple por que el máximo valor del arc sen x zi 
por lo tanto (i) si cumple: 
ansenx = 3 

x=senj=x=1 


| E x 
|»? — 2агссов(1) + E 


arctan(1) +aresen O 


A todo el püblico en general: 


El Proyecto Modo Scan+100 2.0, nace de una idea del 
Team Calapenshko, 

el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente, este libro 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analíticamente, así que te invito a leerlo. 


No pagues por este libro de circulación gratuita, 
büscalo en la red. 


Atentamente, el GRUPO CALAPENSHKO 


28 de agosto del 2020 


dle 


Sabemos para que: 


amsenüeng)-8 e» -j«055 ó -157505157 


Luego: M= Ў arcsentienk) 
а 


+ агсзеп(ѕеп1) =1 
+ aresen(sen2) =arcsen(sen(z-a)) — * arcsen(sen3) = aresen(sen(x- 0)) 


*  arcsen(sen4) =arcsen(sen(x 9) * arcsen(senS) = агсвеп(веп(2л - f) 
: таваар) 

= -ercsen(senf) 

E 

=S-2w 


Luego lo pedido: Melez-2«x-30x-445-2x 
^ Mer-3 


TRIGONOMETRIA. 


Reemplazando: — M=arecor[-cor(2=-0)] 
M= arceot[-(-cot0)] 
M = arccot(cot) 


Sabemos: arccot(cotx) = x e» x e (0; 3) 
Entonces como Ө = 0,28: 

M -arccot (cot 6) 

M=0 


z М=2я-6 


Resolución: месов2х-шесок=Е . 


Sea: CES 


=arccosx = x= cos 
Reemplazando en (1): 0= - +. 
Luego: Eo 
сох = cos cosp- sen sen 
8, 
2 
Despejando : vSsenp =-3x 
Elevando al cuadrado m.a.m: 
(sep) = (ax = Asen? pe ga? 
yA 1-cp- 31? 
La 


: 2.1 
x. 


2= sp = (seng =-3x 


1 
xl 
2 


El que verifica la ecuación es: 


MATEMÁTICA 1. 


f(x) = y = darcsen(x - 1) 
Asx-151 
05 х 52 
Dom:[0;2] 


ii) En busca del rango: 


das 4amsen(x-1) «2x 
-RS 4arcsen(x-1) «x 53r. 
2 Вав:[-я; 3а] 


Luego, la gráfica de la función: 


Sabemos: aresenx + arecosx = 


ED) 
В [rem (Es ] 
[md 


Restringiendo los valores de "x^ 
Aarcsenx- 20 


are sen > E 
Luego, graficando las funciones: 
ycaesemx i yel 


Del gráfico 


ad ES 
агссозх-2л агссоѕх – 2л 
E 


r E 


Ahora: Osarecosx<x 
—2а&шссовх-2л5-л. 


Resolución: De la función: f) =arctan(x exe 


ie хез 


0 Si x20 = |а|ех = f= E earctan(2x) 


B si > د‎ deck i 


“Además: 


Se observa que: a-b-2 f 
leab-4n^ 
ab = (2n «2n - 1) (iD) 
Resolviendo el sistema (i A i): 


a=20+1; b=20-1 
Luego: жш эз) =arctan(2n + 1) - arctan(2n -1) 


Evaluando para “n”: а enne ncn 


AAA YAA 


Resolución: — Haciendoque: | arsenxe0 = 
arcseny=a > 
-amsentef э 
Además se observa que: Ө+а+ Вел 
Luego (1),(2) y (3) reemplazamos en "M"; 
we icsento | Vi—senta, i sen? p 
senasenj ^ senüsen ° sendsena: 
cos. , cosa, сор 
лазер" sen9senB ` senósena 


Reemplazando: 
сока B _ cos(0+B) _ cos(0+ c) 


senasenB senüsenB  senüsena. 


Luego: M=-cotacotf+1—cotOcotf+1-cotOcota +1 
М=-(согасогВ + coBcotf + cotêcoto) +3 


Sabemos que: 


Si: Ө+а+р=л 
Entonces: cotacotf + cotêcotf + cotécota =1 


м=-1+3 
м=2 


ADA 


team CALAPENSHKO. 


IL. Hallando el dominio de g(x): 
o uisu 


ree 
ariaa v arisa 04-141 y 
E х SE 
x 


Resolución: — Nos piden simplificar la expresión H. 
(Sena = tan a y además por daro arc tan(a) + 0. К РЕТ 
` Reemplzando en H: 


team CALAPENSHKO. 


Resolución: P = cos (3 arc sen x) — sen (3 arc cos x); x € [-1; 1] 


 Simplificaremos la expresión uniformizando los argumentos: 
Sabemos que: arcsenx+arccosx= Z 


= P= cos( SE —3 arccos x)= sea Baresi) 


sen (3 arccos x) e 
ЕТЕ amos А 
ES 


Además se conoce que: «== sr 


-25 -2 sen (3arccosx) «2 
Ў 
A Pa. =2 


1 

arccos (cos x) 

El dominio de f(x) será: R= fx € R/arccos(cosx) -o] 
7» arccos(cosx) = 0 


Resolución: — Nos piden: Dom f: ©) 


cos(arccos(cosx)) = cos(0) 
cosx=1 
x=2kx;(keZ) 
+ Domf=R-(2Kx) 
Ei E A78 iui Da 
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Resolución: — Nos piden los valores de “x” para los cuales 


f0)=0 


š 
š 
; 
4 
Н 
š 


= б) 


= arctan 2x = arcsen: 


Para hallar la suma de valores de “x” grafiquemos ambas funciones 


Notar que los puntos P у M son simétricos. 


Eabscisas = x, +0+(-x)=0 


4 


Determinar verdadero (V) 6 falso (F) en 
cada proposición: 


L aresen[ 2 


1 
ш асе) t 


Ш. aresen(-1)= ЕУ 


Аууу B)VVF ОУ 
D)FFV. E)FFF 
Hallarel valor de P: 


p=acun 8 cae 


Hallarel valor de Y, si 
утас «(зев arcsen| 


Hallarel valor de U. 


ec) cel 
bri в) 3 94 
D) 2 ER 
Hallar el valor de E, si: 


E= sen(arecos 2 ааа 


Ao gi ол 
D DÊ 


HL arctan) = ассо 


nw ë aw ovr 
DV БЕРЕР 
Hallar el valor de R si: 
1 12 
y tan zan 5) 
1 2 
ai mi 93 
mi 5j 
HallarelvalordeR, si: 
Зоя - acm?) 
n3 DEI o% 
эл ю52 


—Ó 
А 
wee) 


mos 


A05 
0)0,4 


m 


E 


ч 


L 


` TEIGONYOPIETRIA 


Hallarel valorde^" al resolver: 16, Hala, 
2-3 arccos x 
¡ais Ms хаш N; sans (засно 
з و‎ 
1 3 
ds т 25 ao m2 9-2 
mi 0:2 эл 
5 2 D 2 DES 
6 
Si arsenx+arcseny= Z 17. Hallarel equivalente de? 


Hallarelvalorde M, si: 
M= arccosx + arccosy 


x z эл 

ni mi o х 
эх 

Da LA B) arccos| 


Hallar el valor de A, si: 
леан act caet ута] оў arco 


E 
EI 
х х z 
ná ют oc 
DE GE 18, Hallar 
A) 
Sk aresenx—arccosx=k 
Hallarel valor de Ls Ao во c)0,05 
L= cost2 arc cosx) D1 025 
Ak вк? ож 19. Hallarel máximo valor de: 
D)senk E)cosk y = cos(3 arc senx) — sen(3 arc cosx) 
1 
RE d E 52 oj 
Y e arccos(2x? -1) 1 š 
DA ni 
D исси 20. Hallarelvalorde*x" al resolver. 
B) 2arccosx š 
C) 3шсозк costaron) +sen( aresen$ 
D) larcosx Seobtiene: 
1 A05 mı o25 


Arctanx +arctanmx = Z +arctan3 


¿Cuál es la condición que debe cumplir “n”, 
para que “x” tenga un sólo valor? 


A) (n-1/-16n-0 
3) (n-1) «160-0 
©) @+1?+1ба=о 
D) n(n-1)-64n-0 
E) (n-1/-32n =0 


22. minypsonlasraícesdela ecuación: 
щх-2)(3х-7) = 2 
Hallar; 
are tan m + arc tan n + are tan p 


x эл 

D вх oT 
ES 7r 

DE D7: 

28. Simpliñcar: 

БЕ сы Ее туг 
Aax+by ° В)ах-Ъу — C)ab-sy 
D) ab^ ху? Eo 


24. Reducir la expresión E, si 
Е = 2arccos(cosx) - 8 arc sen(cosx) 
Si: xe [-102; 96] 


A)-6x 
D) 10x +967 


B) 10х+100= C)-6x-4x 
E) 10x-4x 


25. Hallar las soluciones de la inecuación 
trigonométrica: arccos3x>arcsen2x 


в)-4 o1 


Si k e Z. Hallar el área de la región 
comprendida por las gráfica de: 

Y= К. агсзеп(х-Кл) ; y arcsen(x-kr+n) 
ylasrectas: y ek ^ y=-k 
ES 


D) 25/210 


сулы? 
E) 2rlklu? 


Si: 
arecosx arcsenx 
игу 
Hallarel rango de (о) six e (0; 1) 


ADO; +=) 
0)(-2;2] 


B-33 — Ogre) 


E) [2; +) 
Las gráficas de las funciones: 
10)» Za arecosx 
g(x) = Зп + arccot(-x) 
ве intersecan en el punto Р(х; yo). Hallar el 
valor de x 
<= 10 


En Bos 


0)4 


o2 
E 


Hallar el área de la región limitada por la 
gráfica de la función: f(x) = arc sen(senx) 
concieprencineralo [a Ж 


Además, hallar el período de f(x). 
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a 


E 


20 
Hallar el dominio de la siguiente función 
10) = are cot (tan x -secx) + 
are tan (tan x + see x) 
ofiz] 


E) [0; х] 


®(-БЕ) ees 


»( E 5)-0 


Hallar Ja suma de las abscisas de todos los 
puntos de intersecciones de la función: 


(о) = arctan2x = arcsen 5 
cuando f(9) esnula. 


Ais в) 415 
D) î5 


9o 
8-25 


Hallarelvalorde 


P= Y arcsen(seni)  arccor(coti)) 
^ 


A)36 
D)22: 5r 


B)22=5 0 C)36-5n 


E) 36 + SR 
A partir de la siguiente funciór 
fe) =2acecos sn?) 

Hallar el período y rango respectivamente. 


ata Tea 
C) T= 2n; (0; 28] 
D) T = 4x; [0; 2x] E) T2 4л; (0; 2x] 
Hallar el rango de: 
[22 1 5 six<o 


[агстаһх] - 2Jarecorx]" 


TRIGONOMETRIA 


3& Hallar la regla de correspondencia de la 
función б). 


E 
A) мо асц i3) 
» 


[7] 


0) ho) sarcsen[ 5-1 
x 
D HOO=arsen хет 
зт. Halle el número de soluciones de la 
ecuación: 
sen(Sarc cosx) = 1 


En 
0)4 


в)2 ©з 


B5 


38. Sila regla de correspondencia de la gráfica 
adjunta es: 
f() = a arecos(bx + Ó) + d 


Hallarel valor de: 


rocio) 


EN 


Hallar la regla de correspondencia de la 
región sombreada. 


А) Žars <y <1 
e 


B) Žarcosžsys1 
ү 

O aec 2 <y c1 

D) 1-Zarccos?E «y <1 

gt. 


E) 1+2arccos Es ys1 
те 


Hallar la regla de correspondencia de la 
regiónsombreada: 


sera еа) 
xe [21] 

E sy se3: xela 42] 
3 веі леа] 


В) sen!2x«y «cos 


fo) = x + tan" Qx- 1) 
Además: PM = MN. 


р) E E)2w* 
4L Grafique: 
Мое aresen( 31 Jesse =) 


(YOMETRÍA 


43. Determine la abscisa del punto de inter- 48. Graficar: 


sección entre las gráficas de las funciones: qo = ERESMA собиц), «y 
fG) = 2arctanx y s) s-acse( 5) tan[arctan(x — x2), 

DH Bo 9-53 

o) 52 


44 Del gráfico adjunto, Q es punto de 
tangencia, Hallar la medida de “a” 


Naren (2) вусна) 

УЗ 
9м s 47. Seale sila función: 

5 z 100 = к-4 are cos|sen2x| 
түү Dis esperiódica. 


Encaso afirmativo, dar el período. 
45. Cuál de las siguientes alternativas es el 4 
gráfico de f(x). Si: A) Si es periódica; T= 2 
f(x) = arc sen (cos х) ° 


в) B) Si es periódica; T= Ë 


C) Si es periódica; T= Š 


D) Si es periódica; T= Š 
E) No es periódica 


Dada la función: 

100 = 3- arc senx + Zare tanx 
Hallar el nümero de intersecciones de su 
gráficaalarecta: y-3=0 


A1 92 ©з 
ma DE 


ернине remana d 


49. Del gr 
pondencia dela regi 


о, hallar la regla de corres 50. Sean: 
sombreada, 


А = (dom f(x) ^ Dom 


(00) 


№2 84 o6 


D)8 EJ10 


A) Lex &y «15 2агссовх 


C) 1-xsy +15  aresenx 


D)1 «xy «1e Zaresenx 


c3 
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JACOB BERNOULLI “EL GENIO DE LAS ECUACIONES” 


El primer trabajo relacionado con el análisis de los 
infinitesimales publicado por Jacob fue en 1690 en el Acta 
Eruditorum, Al final de este trabajo Jacob propuso como un 
reto el conocido como problema de la catenaria: “Encontrar la 
forma que toma una cuerda (o cadena), perfectamente flexible. 
y homogénea, por la acción sólo de su peso, si sus extremos son 
fijos." 


Este era un viejo problema que los geómetras más 
eminentes de épocas anteriores no habían sido capaces de 
resolver satisfactoriamente. La forma que toma la cuerda tiene 
un gran parecido con una parábola y precisamente ésta fue la 
primera conjetura formulada por varios matemáticos, Galileo 
entre ellos. 


Jacob Bernoulli 


Después de lanzado el reto por Jacob, el problema fue resuelto geométricamente por Huygens y, 
mediante el uso de los medios del cálculo infinitesimal, por Johann Bernoulli y Leibniz. 


Y todos obtuvieron constructivamente la misma curva a la que Huygens denominó catenaria, del 
vocablo latino catena que significa cadena. Actualmente esta curva se describe a través de la función 
exponencial, mediante la función conocida como coseno hiperbólico, 


Jacob analizó una serie de curvas relacionadas con la espiral logarítmica (evoluta, involuta, 
cáustica...) y el resultado era frecuentemente otra espiral logarítmica. Esta propiedad extraordinaria de 
reproducirse bajo diversas transformaciones fue lo que motivó que Jacob denominara a esta espiral 
spira mirabilis (espiral milagrosa) y que ordenase que fuera colocada en la lápida de su tumba junto a la 
inscripción latina Eadem mutata resurgo, lo que puede traducirse como: Aún siendo modificada, 
resurjo. Sin embargo, por ironías del destino, la espiral que aparece grabada en su tumba es la de 
Arquímedes y nola logarítmica, como él había dispuesto. 


En junio de 1696, mientras Johann estaba en Groninga, propuso el problema de la braquistócrona y 
retó ala comunidad matemática a resolverlo antes del fin del año, añadiendo con sarcasmo que la curva 
ез una bien conocida de los matemáticos (La cual resultó ser la cicloide). 


team; + 


Las ecuaciones trigonométricas son igualdades condicionales, donde la variable se encuentra 
afectada por algún operador trigonométrico y se cumple para un conjunto de valores. 


ا 


Son ecuaciones trigonométricas: 
UE + 2 sentra em 2x 


je 


N: Constante real el cual pertenece al rango de la función trigonométrica 


d № E ar 

Ejemplos: + sen3x= 3 . cos 2) $ tan 2x = -1 
"TIPOS DE'SOLUCIONES 
SOLUCIÓN GENERAL 


Es el conjunto de todos los valores que asume la variable angular. 
SOLUCIÓN PRINCIPAL. 
Es el menor valor no negativo que sume la variable angular. 
Ejemplo: — Resolver: sen 2x =-1 
Indicando la solución principal y la solución general. 
Resolución: Usando una C. T. tenemos: 


y 
اسر‎ 


Considerando la ecuación trigonométrica elemental (*), el valor principal es aquel valor del 
argumento de la ETE comprendido en el rango de la función inversa, asf: 


Ejemplos: + sen 3 = v= aren E-E 
ce ovi 
(52) کد مہ را د‎ 

чар 


Ejemplo (2): Resolver: cosx sent = 


Resolución: Utilizando la identidad: cosšx- senîx = cos 2x 


MATEMATICA IT 


Ejemplo (3): Resolver: 


Resolución: Vo = aran 1 Vp = È 
Aplicando la forma general: 
arre d 


Si las ecuación trigonométrica contiene las funciones cotangente, secante o cosecante, 
usar las identidades: 


Ecuaciones trigonométricas elementales usuales y sus respectivas soluciones generales (k eZ) 


senx =0 = x= k 


N 5х0 = x= Okt E 


x 
U. senx=1 хед d V cosx=1 = x=2kr 


H. чхе 1 хе2кк+ 31у хека М. osx=-1% x= Ok + Dr 


Son aquellas cuya resolución requiere de la aplicación de ciertos conceptos algebraicos o trigono - 
métricos tales como factorización, diferencia de cuadrados, resolución de una ecuación de segundo 
grado, identidades trigonométricas básicas, identidades del ángulo doble y otros. 


Para resolver estas ecuaciones no hay un método general que se debe aplicar, lo que se hace es trans- 
formar estas ecuaciones (aplicando los conceptos algebraicos y trigonométricos ya mencionados) en 
ecuaciones elementales y el conjunto solución sera la unión de cada una de las ecuaciones elementa- 
les que se determinen. 


ASA 


team 
TRIGONOMETRIA. 


Ejemplos: 
1. Resolver: sen xe 3, Hallar su conjunto solución y las soluciones comprendidas en [0 , 2л) 
Solución: 
+ 2sen?x=1 — No es recomendable extraer raiz cuadrada (se pierden soluciones) 
* Entonces: 2senfx=1 


1-cos2x =1 = cos2x =0 


* Conjunto solución: cos2x = cos(2n + DE = 2x = (2n +13 cs - (iis Gne nez 
Soluciones en [c2 s) 

* nso > x =+, ox et NELLE 
EL UE 1042-0007 xs = Eo) 


š M 
аза xe DE E 


Las soluciones pedidas son : 


2. Resolver la ecuación: 2cos? x = cosx =1 = 0 indicar las soluciones en [0; 22) 
Solució: 
* Esta es una ecuación de segundo grado en cosx y puede factorizarse (método del aspa simple) 


* 2cos* x-cosx- 1-0 
Ë xu tE | acexenton-n-0 
cosx a 
* Cada factor se iguala a cero: 
1 2 4 
Diesel nexu i ررب‎ ePi رہ ر‎ edt 
*exx-1-0 — эсшх-1 — 2x0 
Luego las soluciones pedidas son: (0,2%, $E) 
3. Hallar el conjunto solución de la ecuación: sen3x + senx = sen2x 
Solución: 
Ы isena + senb = paa b 
Recordar: sena + senb = 2sen( 5 (829) 


* sen3x + senx=senZx — Zsen2xcosx=sen2x = 2sen2xcosx—sen2x=0 


Un sistema de Ecuaciones Trigonométricas consiste en un conjunto de ecuaciones ( de la cual al me- 
nos una es trigonomátrica) donde intervienen dos o más incógnitas. 


Para resolver un Sistema de Ecuaciones Trigonométricas deben haber tantas ecuaciones como incóg- 
nitas tenga el sistema. 


Al igual que en los casos anteriores no existe un método а seguir para la resolución de un S.E-T. , lo 
aconsejable es aplicar ciertos conceptos algebraicos o trigonométricos que nos permita llegar a un 
punto en el cual se pueda determinar alguna relación simple entre las incógnitas o quizás el conjunto 
solución de ellas, de tal manera que nos facilite la obtención del conjunto solución de cada una de las 
опта incógnitas 


En un sistema de Ecuaciones Trigonométricas se debe tener mucho cuidado al momento de ex- 
presar el conjunto solución de cada una de las incógnitas. La forma de expresarlos debe ser tal 
que cuando estos se reemplazan (a la vez) en cualesquiera de las ecuaciones que componen el 
sistema se verifique la igualdad correspondiente. 


Ejemplos: 


1. Resolver el Sistema; | ** 
senx+seny=1 2 


E 


cmm te el 


PN OE 


=ч) 
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Para la resolución de inecuaciones trigonométricas se requiere los conocimientos previos de 
álgebra y de trigonometria. No hay un método general que se debe seguir, en los diversos ejemplos que 
se resuelven a continuación, se indican algunos procedimientos para resolver una inecuación, pero 
existen otros métodos. 
Esimportante antes de preceder a la resolución de inecuaciones, aclarar algunos conceptos. 
1.° Рага que exista solución en una inecuación debe haber intersección entre los dominios de las 
funciones que intervienen, sino existe intersección se dice que no existe solución. 
2.° Puede ocurrir que exista intersección entre los dominios, pero ningún valor de éste verifica la 
inecuación, en ese caso también se dice que existe solución. 
Dadas las funciones f(x) y g(x) tal que su dominio sea <a; b> y sus gráficas se indican en la 
figura adjunta entonces: 


Observa que: 
14) Existen punto de intersección cuya abscisa. 
€ xg, Entonces para dicho valor se cumple: 


14) Antesde хе la curva de foo está por 
encima de la curva de gi entonces: 
[160 >= Gxvx e (uix) ] 


Hi) Después de xo delacurvade foo está 
por debajo dela curva de go) entonces: 


En las figuras siguientes se muestran dos funciones, en este caso hay intersección entre los 
dominios (6); Entonces: 


* 200 > (Од; no tiene solución. 
* f(x) > 200); secumple vx e (c; b) 
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3) fo gw 
b) foo go 
9 fo cam 
d) hoo > fto 
€) ge» hoo 


Resolución: * La intención de este ejemplo, es que el estudiante aprenda a reconocer 
rápidamente de las gráficas de las funciones que se cumple la inecuación 


propuesta. 

^ Observa: que hay intersección en los dominios de las funciones que 

intervienen en la inecuación. 

a) La intersección de sus dominios de las funciones que 
intervienen es: [big]. La gráfica fco está por encima de 
lade go) en: 

г Рд 
SEED 
b) La intersección determina las igualdades de las funciones: 
f: эт} 
e La gráfica de fo) está por debajo de la gráfica de gto es: 
(i ха) (xa: 8 | 

a La gráfica de hoo está por encima de la gráfica de foo 
para todoslosvalores de: 

el EOR] ia gráfica de goo está por debajo de la gráfica de hoo. 


para todo x e [a;h], esto significa que está inecuación 
nose cumple por lo tanto no hay solución. 


„шины e NON ro 


TRIGONOMETRIA. 
Otro Método: Para resolver las inecuaciones trigonométricas es utilizando la circunferencia 
trigonométrica, este método resulta sencillo cuando las funciones que intervienen en la 
inecuación son funciones trigonométricas básicas (es decir senx, cosx, tgx, .. етс.) y cuando 
aparecen funciones trigonométricas compuestas (es decir sen2x, cos3x, ..., ete.) lo recomendable 
es hacer en cambio de variable tal como se indica en los ejemplos siguientes: 


Ejemplo: Resolver: cos0< 


Resolución: Graficamosla CT y dererminamos para. 


ў 


qué valores: 00235 00: 22) 
EE E 
=ч 


Analizamos para que valores de 0, зе 
cumple cos <3 ide la figura se obtiene: 


(ШШ 


1 <0 <$; este es un conjunto solución. 


Сото cos 0 es periódica y su periodo es 2л se suman 2n= a cada extremo y se 
obtiene la solución del problema. 


Observa que: tan 0 > 1; implica que: 


X ge Эк ге ЗЕ 
EA PES 
D 


3 
Analizando de (0; 24) 


Como el periodo de la tangente es x se suma a los extremos пп; ne Z 


А z PERMET 
mn+E<ocmm+ v пла 596035, па 
4 эз 
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Pero resulta que este caso resulta lo mismo decir: 


Ahora volvemos a la variable original: пх + ® <3x+ enses 


ax < 3хо<пя+® 
4 


Ejemplo: Resolver: senx > cosx 4 

Resolución: Sea (х) = sen x y g(x) = cosx; se verifica para toda x donde la gráfica de f(x); se 
halle por encima de la gráfica de g(x). Para hallar los puntos de intersección 
igualaremos а función f (x) = (x) y desarrollamos. 


Entonces: Ë < x ç 3 comoconjunto particular el periodo delsenx y cosx es 2a. 


————— [EE] 
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.* Hasta el momento solo se han analizado inecuaciones trigonométricas donde solo interviene una 
incógnita, pero puede ocurrir que se presente una inecuación y dos incógnitas por ejemplo: 
у>х+2, en este caso las soluciones son pares ordenados y se representa gráficamente , en el 
ejemplo planteado primero graficamos. 
y=x+2 y luego tomamos un punto de los semiplanos que se determinar por ejemplo (0, 0) si 
sustituimos estos valores en la ecuación obtenemos 0>2 que es falso entonces la solución de la 
inecuación será el otro semiplano. 


х+2 


7." Cuando se presenta un sistema de inecuaciones lo que se hace es resolver cada inecuación 
separadamente y luego intersectarlas, la solución será la parte común. 
yzsenx 
Por ejemplo resolver el sistema- | y < cosx 
0<х<2л 


Entonces graficamos cada inecuación separadamente, graficamos primero у 2 senx, teniendo en 
cuenta que 0 S x S 2л. Luego graficamos y S cosx para 0 < x < 27, Finalmente intersectamos las 
gráficas. La respuesta es la parte común. 


y 25emx 04x «22 y <cosx,0<x<2% Respuesta + 


Resolver las ecuaciones para el intervalo 
de (0) 


а) anx- Vi x=... 
me bop 
O was doxes. 
EA 


Resolver las ecuaciones para el intervalo. 
de (0; 2) 


3) ихе -1 әх 
2 


b) unxe-1- x= 


EH 


©) вахи xn ш. 


d) secx e x=... 


Resolver las ecuaciones para el intervalo 
(03) 

оь. 

b) sen2x = сш2х э x=... 

O вак = адк x=... 


d) un2x- tan x => x = ........ 


Resolver las ecuaciones para el intervalo 
(02) 


DI 


b) esc? 2x = 4 x = es 


O 2e xol x=. 
d) Ssen2x = 4sen? 2x9 x= ......... 


EJERCICIOS DE APLICACIÓN: 


7 


MATEMATICA II 


Resolver las siguientes inecuaciones 
en el intervalo de (0; 2л) 


FA 


а) ج‎ 2 о кв г. 


b) mx<l=xe 


DARLA es 


d) соох 3o x es 
Resolver las siguientes inecuaciones 


а) cszxsio x< 


b) (3) а хє 


mf e 


ana. 
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Pasar al ángulo 4x: 


cos! 4x- cos 4x-2-0 
(cos 4x - 2 cos 4x+1)=0 


z Зя Sa 
Despejando: AA 


e 
i -Det 


twitter.com/calapenshko Ë 
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Resolución: 


De: заба 107-32 ETE 
Valor principal = 45° 
Luego usando la expresión general: 


5x -10° =180°К + (-1)*45* 
x-36k«CD*9*«2 ; kel 


Tabulando : 


Resolución: 


Usando la identidad: 
eos 2x = 1— 2 seni 


Tenemos: Aser + 2 senîx (1-2 епа) = 1 
A senta 2se'x 4sen x = 1 
50 = 1-2senx 


= cos 2x =0......ETE 


Luego: 2х= 0к+05 эх 


z 
Gk+)) а 00 
Tabulando: (hallamos; 0 < х < 25) en (1) 

к=бэх= 3 


E 
k=1>x= T 


AAA ETE 


Resolución: 


$oxeMnili keZ 


Resolución: — Usando la identidad: 
cog = 1- sen? 


Tenemos — 2(1-sem'6) + 3 sen 0 = 3 
2 sento - 3sen 0 +1 = 0 


ka s атентат "d 


1." Solución: sen0-1—0 = sen =1 
ELI + gem 
asam amoo sno =} E 
v- 


Luego: 0= ke + CD kez 


+ Ф=2кя+2 v O=kr+ CD C ikez 


Resolución: f(x) interseca al eje x — ÎÛ) = 0. 


Cos x +зеп?х-1=0 
eos x- cosx =0 
cos*x(cos*x-1)=0 


cos" x(cosx + 1)(cosx -1) = 0 


cosx+1=0 — cosx--1 — x--zj 
cosx-1=0 — cosx=1 —x=0 
Entonces, existen cinco soluciones para: 
хека] 


=: f(x) interseca al eje x en 5 puntos. 


A A 0 


Nos piden el mayor valor entero de k. 
Por dato, sabemos que: ^: 4 
«IV C; entonces, 0 < соз <1 
1. Analizando la primera inecuación dada, tenemos: 
2 Asen'0- 4 [cost +1 pen 0- [eno]. 0 


(resultado incorrecto ya que Ө € IV C). 


Debido a lo anterior, consideraremos que la condición debe ser: 
> Asen'0- 4 [cos0 «1]gen0 - [seno]s 0 
AsenTo+4(1)sen0-(-D 50 
Asen'0 & 4senü +150 
(2sen0+1)* «0. 


luego: 2sen0+1=0 


Usamos la identidad: т=н» каф 


EA cx + any, 
созхсову 
جه‎ нбб? 


Dandovalores: — sen(x y) = cosx cosy (tan x + tany) 


Ea (2: EI 


sen2x m1 


En G): y= 


Resolución: 
зеп2х = (senx +cosx + 1)(senx + совх 1) 


¿e AAA 


р Ton RODO corona e 
паг E IO 
(senx + сох + 1)(зепх + созх +12) = O 


Se observa que: — senx+cosx+12%0 
senx+cosx+1=0 


Luego: а(х) 


"iden 


Primero resolvemos: f(x) = g(x) 
Los cuales nos darán los puntos de intersección entre dichas funciones. 


m olm 


М esen4x +соз4х; x < 360" 
V= 2 зеп(ах 457) 
Para que V sea máximo, se debe cumplir: 
sen(4x+45%)=1 
+ 4x+45" =360°п «90*; neZ 


360*n + 45° 
SU ute 


como,x 
«360 т 


360 
— n «3,875 para que x sea el mayor valor, n tiene que ser máximo. 
> n=3 


m ESTOS 


45° 
xem 


х=270°+11°+15° 
2 х=281°15' 


AENA 


5-5ша? т. Sanz 44n" 


cos x =1-зеп?х 

sen*x- 2 - sen x) «a* =0 

sen" x 2sen? xa? -2-0 
Completando cuadrados: вер“ x + 2sen®x +1 + a* ~3 = 0 

(sen? x +1)? 23-23...) 

Sabemos: AS sex <1 
Elevando al cuadrado : 0< sex <1 
Sumando *1": 15 sentx+1 52 


Elevando al cuadrado : 1 £ (sen®x +1) <4 


Reducción al primer cuadrante: © csc(120%+ x)= esc(60* x) 
+ esQA0* x) ==csc(60"+x) 
Reemplazando en la ecuación y pasando a senos: 
1 1 1 
CS 


с Sen(60° — x)sen(60" x) + senxsen(60 + x) -senxsen(60*-x) _ 
ек senxsen(60" -x)sen(60* + x) d 


6 


Multiplicando al numerador por (2) para luego Transformarlo de producto а suma: 


2sen(60* - x)sen(60" + x) + 2sen x sen(60°+ x) - 2senxsen(60*-1) _ ү, 
senxsen(60° - x) sen(60* + x) 


«оз2к-соз120°+ cos60"-cos(60"+25)-[cos(60"-2x)-c0860*]_ yy 


senxsen(60  x)sen(60* + x) 


senx.sen(é0* — x)sen(é0 +) = 138 ^ cos120° =- 


Reemplazando y operando: 


-cos2x 


coszx + + ЇЇ cos(60* + 2x) - cos(60 - 2x)4 1 5 
АЕ AA 
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онаа Recordar: tan + coté = 2csc20. 
fo 


Luego: an 2x «corzo? + | tan2x + cot2x| =6 

Reemplazando : |2csc4xf +[2c5c4x|-6=0 
(2cscgxl+3)205c4x|-2)=0 

Cumple: I2ectx| d ЕЛЬ Ч У 


D сакт э senti pet 


Бена ELE 


10 асах» ¬ senáx = =1; Vp = 


y 4x =kx+ e (-2) > x= 


Sisk'espar 


Resolución: De la ecuación: — cosx+cos3x+cos2x=0 
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Resolviendo para cada caso: 
D cos2x=0 > 2x= 3: 
d) соёх=-1—› x= 


Resolución: — De los datos: R- Suns|S1; xe (0; я) 


-152- anx «1 


-3<- anx <-1 


Resolución: 2sen x = x.) 


Sea: 10) =2senxag 0) =x 


El número de soluciones de (*) serán el nümero de intersección entre las 
gráficas fy g. 


Hip IIuncuÉI uim eue rt С 


De la identidad de Arco triple tenemos: 
sen 30 = 3 sen 0-4 sen? 


Entonces: 4 sen" 0- 3sen б + sen 30 =0 


Asi: ses 0-2 sen 0+ у senso =0....(1) 


Asumiendo que: x-asen0;a»0 


Еп la ecuación, tenemos: 
a sen? Ө - 3a sen Û +1 = 0 


Asi: semo- Seno 0-0 Lu 
E z 


Si las ecuaciones (1) y (2) son idénticos, tenemos: 
353 
> 


А Lens so‏ دام 
30° 19( + 180° = 2230 


0 = 60k + CD'10;kez 


4 


2 


Tabulando: k= 150, = 70° 
k=0 =0,=10* 
k=1 =0, = so" 


Los demás valores de k hacen que se repitan las soluciones. 


2 Las soluciones de la ecuación inicial son: 
2 sen 70° ; 2 sen 10”; 2 sen 50° 
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 Despejemos convenientemente: x= ty 

Por reducción el 1. cuadrante: senx = cosy... (3) 

Reemplazando (3) en (2): E =5 пу. 
юм 

«оке valor principal Vp ac o [1 


span s> tai 


QS pue 


Resolución: Козы оры condición 
^ 
1- 2sen 9 cos + sec Ө — 2 tan + tan 0 + 2sen 0 cos ^ 0 =1+cos0 


tal 


E 


Z sect 0 - ase 0 taifo + tano = сө 
l A 


(е0 оў = ево 
Йй 
Зе сов0=1 = 0-0,2x 
Dato: ө < [o.=] 


Resolución: Моз piden, resolver; sen 2x + tan x=2 


Operando: unx-1=1-2senxcosx 
FX ee - cos 


Analizando: 1) senx-cosc 0 = senx = cox = tanx=1 


ахиад 


x 2- sm2x- (1 + cos 2x) 
© 3 = sen2x — cos 2x... No hay solución en los reales, ya que: 
Ае 


3 a s sena - cos 2 < V3 
+ fikez 
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Resolución: Puntos de intersección con el eje de abscisas y 


Entonces: senx-cos? x= -cos2x= 0 


PROBLEMA 25 SE Оа р y 0<b<E,¿Qué condición deben satisfacer a y b 


рага que la ecuación: x° tan(a) — 2x = – tan(b) presente raíces reales? 


Resolución: 


tendrá raíces reales si: А20 


4-4 tan(a) tan(b) 2 0 


1 Sena) sen) , 
cos(a) сов)” 


cos(a +b) 
cos(a) . cos(b) 


20; con el dato: cos a cos b > O 


entonces: cos (a + b) 


z 
+55 
a+ 
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Siendo Vp: valor principal. 


Indicar verdadero (V) o falso (F) en cada. 
proposición: 


O stem эм,-® 


3 
O sus et 
СВЕТЕ 
AW BW ow 
D) FEV DFF 


Calcular la suma de las 3 primeras 
soluciones positivas de la ecuación. 


Y 
sens = 
моо Biwo ono 
D) 120 B 130° 
Calcular la suma de las tres primeras 
soluciones positivas de 1а ecuación: 
Vicos 3x=1 
Auss — E) ©з 
D) 405° E) 450" 
Hallar la solución principal de: 
10cos x +4 = 13cosx 
Aus DEJ or 
D) 45° DE 
Luego de resolver la ecuación: 
EERE 
sex * cosx 7 


Calcular la suma de soluciones positivas 
menores a 360° 


A) 90° B) 180* 
D) 450" 


© 360 
E) 720° 


Luego de resolver la ecuación: 
соз?х +шгх + esc^x -sen*x « cor x sec x 


Calcular la suma de soluciones positivas y 
menores a 360°. 


A) 360" B) 450° © 540" 
D) 630" E) 720" 
Dada la ecuación: 


2c0580*cos4x = VĒ - 25еп4хсов10° 
La suma de los valores de x entre 0* y 90° 
es igual a: 


A2230 B)30" C40" 
D) 80° DE 
Calcular la suma de soluciones de; 


1 + senx cosx  senx + cosx 
еп el intervalo de [0; 4s] 


PES B) ar C105 
D)l8z E)9: 


Indicar el conjunto solución de la 
ecuación: 


p+ 


E) 


12, Resolver la ecuación: 


зепЭх + cos! x = cos2x 


Un conjunto solución es: 


^ 


») 


© 


D) 


E 


к 
28ке 
ke Fikez 
(k-D3:keZ 


Gx-D$ikez 


19, Resolver: 


sen x.cosx = cosx,sen'x = 0,25. sen: s 


D) 


E 


ke z 
+ Dikez 


2л 


га 


т. 


1 


MATEMATICA II. 


tanx+corx=4 


A) (360% + CD60; k eZ 
B) {360k + SU) kez 
C) (180% + C130); k e Z 
D) (180% +305; k e Z 
E) {90k + (1015); kez 


Hallar el menor valor positivo de "x" en: 
sen Sx., sen 3x = sen бх. sen 2x 


Ajo B) 20° [E 
D)60* E) 45" 


Hallar el valor del ángulo menor de 90", tal 
que el triple de su tangente, es igual al 
doble de su coseno. 


A) 45° B) 60 O75 
D)1s* E) 30° 


V3senx—cosx = V3 
Indicar la suma de soluciones comprendi- 
das entre 0" у 360". 


A) 180° B) 240° БЕ 
р) 300° E) 360° 


AY A Y 


19, Resolver: 
1-cosx- (2— cot x) senx 
A) {180% + 30%; 
B) {360% + 30);keZ 
С) {360k + CD30) k eZ. 
D) (360k£30);k e Z 


ez 


E) {180% + (10307; k e Z 


20. Sea la función: 
109 = cos x + cos 2x + cos Зх 


Determinar la suma de valores de “x”, para 
los cuales la gráfica de la función 
interseca al eje de abscisas en el intervalo 
4е[о;л1 


2л 4 
$ вк o 
з = 
от E 


Hallar los valores de “x” е y" que cumplen: 


x+y=90 E 
sen 2x + зеп2у=1 (ii) 


А) x= 60 y = 30" 
B) х=75%у=15 
© x=53;y=37 
D) x-72:y- 18 
E) x= 45y = 45° 


22. Соп las condiciones; hallar el valor de “x: 


EX 
—@ 


E) [axe nt]ixez 


Resolver el sistema: (k e 2) 


зесх.зес2х.веп2х + tanx.tan2x.tan3x = 3 


Bkepikez 


2 


Si Š” es la solución principal de la 
ecuación: 


tar 2x tan? 3x.cot?2x. tanx = 2tanx.tan3x 


т. 


Calcule el valor de: 
E sen2x; +cosóxy 

No DI оу 

DES 52 


Halle una solución де: 
cos(-a)cos(x-b) = sena senb + cosx cose 


Na-b=e Ba+b-=e 
©а+ь+е 
Da+2b+e E)2( +b + e) 


Calcular la suma de los menores valores 
positivosdex yO. 


sen? xcos x + sen* x —1 = cos20 


ES ES 
Ar Dz о 

= 
D) 2л B 


Cual de los siguientes valores de “x” que se 
indican a continuación, es una solución de 
la ecuación: 

cosx + secx -2 


Ay 5)so* 
D) 270° 


C) 180" 
E) 360* 


Resolver en el intervalo de [0; 22], la si- 
Siguiente inecuación Jeosx| < sen 


sen*xesenx +1 
kx. е 
^ Eb z 
В) 2я+2; kez 
яке 
o +k z 
D CTD kez 


Mfr кел {Er кеш 
о ел 


Hallar el conjunto solución para x en 
[0;x]; al resolver lasiguiente ecuación: 
зеп3х - cos3x = cosx — senx 


Resolver: 

(45 +1)senx+ (43 —1)cosx = /2 
Aus 5)135* 0375" 
D) 495° E) Todas son soluciones. 


36. 


БА 


EN 


Encontrar el menor valor del ángulo 


positivo que verifica la ecuación: 
cod x + cos dx + co 9% _ 


1 
Соух + cos3x+cos9x 


x 
№ DE © 
E) 


z 
6 
x 
DZ 


Ela е 


Resolverla ecuación: 
зепах + 3sen2x tnx 


Kike kx. 
Ak z B) 3 ;kez 
с кел 


кю. 
D ;kez E) 


Si: 109 = sen"x 
Resolver: 


Y rap 


X (cien 
A a 
A fenoz]; kez 
ву {enna kez 
© {азо}: kez 
D) (а-о kez 


E) (andj; xez 


а 


TRIGONOMETRIA. 


Hallar las soluciones principales de x" e “y” 
en: 
tanx+ tany =2 ....(0 
2cosxcosy=1 -GD 
A3030  B)4Ss4S9" С)30360° 
0)70520' 
Resolverel sistema: 

- 
sen" x + sey ati 
hallar la soluciones del primer cuadrante; 
х л 

x-E m 

^| i в] © 
i p.i 
х 
let 
3 
a «E 
12 
x 
ЖЕГУ 
12 
m až 
fs 
Hallarla solución principal de la ecuación: 
av tanx + 2 tanx = VZtanx 
E x х 
DE ot 
х х 
De ms 


тсс ETC d 


4. Resolver: 
зеп2х + senx < со2х + cose 
para xen (O; л) 
ES () (5а) 
» pI) g 
9 (2 e) = 
9 (оа) обв) S 
E) E 
1 snn — B 
paraxe (o; 2) E 
№ (0,2) E 
» (of) 
[7] (0:5) 
» (248) 
o (33) 
45 Enelintervalo [0; 2x), ¿para que valores de 
“9” se cumple la siguiente inecuación? 
sech > tanê 


TES 


їй ыга ыа 


CIL ILE TL 


4& iQuévalordexverifica la ecuación: 
tanx=tan50° + tan 60 + tan 70* 


Aso" 
Do 


в)9 — Co 


5120 


47. Resolver la inecuación: sen x > cos 2% 
Enelintervalo de [0; 2x] 


alez] aes) ls) 


g(x) = собі 
Que relación hay entre f(x) у g(x) еп el. 
siguiente conjunto, 
45-1). 45-1 
pni) 


(ez) 

АО) < ОО 
Сх) > g00 
D)f() «269 


ВЮ) = g00 
Е) 20) 


49. Hallar el número de soluciones de la 


ecuación: 
Firmini 


B-2 Co 
54 


A-4 
D)2 


50. ¿Cual es el conjunto solución de: 
?-3х-1=0 
Sugerencia: Usar la identidad: 

cos 30 = 4 cos'0 - 3 cos 0 


Acos 20°;сов 1007; cos 140° 
В) cos 40"; сов 120°; cos 160° 

C) 3cos20*; 3cos 100*; 3cos140* 
D)2cos40'; 2cos 120°; 202160" 
E) 2c0520*;2 cos 100°; 2cos 140° 


е 0 UE 


A todo el püblico en general: 


El Proyecto Modo Scan+100 2.0, nace de una idea del 
Team Calapenshko, 

el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente, este libro 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analíticamente, así que te invito a leerlo. 


No pagues por este libro de circulación gratuita, 
büscalo en la red. 


Atentamente, el GRUPO CALAPENSHKO 


28 de agosto del 2020 


dle 
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OBJETIVOS. a E 3 yek А 
* Enunciar y aplicar la TEOREMA de senos; cosenos y tangente: en la resolución de 

oss + triángulo g od 24 ай жс убо miy zb vaya v ls ADOS 
acre 


° Determinaclas medidas de los elementos de un triángulo: 


ABU'L WAFA Y LAS TABLAS ÁRABES TRIGONOMÉTRICAS 


Su contribución a las matemáticas esta enfocado 
principalmente en el campo de la trigonometria, 


Abul-Wafa introdujo la función tangente у mejoró 
métodos de calcular las tablas de la trigonometría, ideó un 
método nuevo de calcular las tablas del seno. Sus tablas 
trigonométricas son exactas a 8 lugares decimales. y 
desarrolló maneras de solucionar algunos problemas de 
triángulos esféricos, 


Entre 961 y 976 escribió al-kuttab del ilayh del yahtaj de 
Kitab fi mA el 'al-hisab mínimo warl-ummal del йт (Libro el 
cuál es necesario para la ciencia de la aritmética para los 
escribanos y los hombres de negocios). En la introducción a HORA 
este libro Abu -Wafa escribe que el Libro: 

libro Al que el Libro; Ped 

Abarca todo lo que un experimentado o un principiante, el subordinado o el jefe necesita saber en 
aritmética, el arte de funcionarios, el empleo de impuestos de tierra y todas las clases de negocio 
necesitadas en la administración, las proporciones, la multiplicación, la división, las medidas, los 
impuestos de tierra, la distribución, el intercambio y el resto de las prácticas usados por varias categorías 
delos hombres para hacer negocio y que sean útiles en su vida cotidiana. 


Este trabajo trata sobre aritmética de conteo con los dedos, un sistema de numeración usado en el 
Imperio islámico en paralelo por mucho tiempo con el sistema de numeración Hindú, y en donde los 
números se escriben con palabras y los cálculos se hacen mentalmente. 


Eltrabajo está en siete porciones, cada parte que contiene siete capítulos. 
Parte: En cociente (fracciones "capitales" del 1/2, de 1/3, de 1/4... 1/10). 
Parte I: En la multiplicación y la división (operaciones aritméticas con números enteros y fracciones). 
Parte II: Mensuración (área de figuras, del volumen de sólidos y de distancias el encontrar). 
Parte IV: En los impuestos (diversas clases de impuestos y problemas de los cálculos del impuesto). 
Parte V: En intercambio y partes (tipos de cosechas, y problemas referentes su valor e intercambio). 
Parte VI: Asuntos misceláneos (unidades del dinero, pago de soldados, el conceder y retención de los 
permisos para las naves en el río, comerciantes en os caminos). 
Parte VIL Asuntos más futuros del negocio. 


team CALAPENSHKO. 


Se aprendió en el capitulo 3 como se resuelve un triángulo rectángulo. ¿Pero se puede resolver un 
triángulo oblicuángulo, es decir, uno sin ángulo que mide 9077. Una ayuda valiosa es la TEOREMA de 
senos y cosenos; es válida para cualquier triángulo, pero inicialmente se establecerá para el caso donde 
todos los ángulos son agudos. 


Recordemos, que un triángulo oblicuángulo, es cualquier triángulo que no contiene un ángulo 
recto. Todos los problemas y ejemplos de este capítulo están basados en la nomenclatura del modelo de 
triángulo oblicuángulo, necesitaremos por lo menos tres datos del triángulo oblicuángulo para poder 
resolverlo, Las posibilidades son las siguientes: 


CASO 1: Dadosunladoydosángulos. 

CASO2: Dadosun ángulo, ellado opuesto y cualquiera de los otros dos ados. 
CASO3: Dados dos lados yel ángulo comprendido entreellos. 

CASO4: Conocidos los tres lados. 


X. TEOREMA DE SENOS 


Entodo triángulo la longitud de los lados son proporcionales alos senos de los ángulos opuestos. 
Con el Circunradio 
A 


A 


B - c 


HEAT 
EXE 


Análogamente con el lado b y e, se concluye: 
CERA 
SenA senB senC 


2. TEOREMA DE COSENOS 


El cuadrado de cualquier lado de un triángulo, es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos 
lados, menos el doble de su producto por el valor del coseno del ángulo comprendido entre ellos. 


En el S АНС: Teorema de Pitágoras: 
Pando 


— b? = (esenB) + (a - c cosBR 


— b? = c?sen?B +a? —2ac cosB + c? cos? B. 
> b? = c Gen^B + cos? B) + a? — 2ac cosB 
> b? =a? +e? -2ac cosb 

' La demostración es análoga con los demás lados. 


ais n CO TE 15 A Da «ТШ 


team CALAPENSHKO. 
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3. TEOREMA DE TANGENTES 


Se cumple que la suma de dos lados esa su diferencia, como la tangente de la semisuma de los valores 
delosángulosqueseoponena dichoslados,esalatangentedelasemidiferenciadelosmismos. 


ç b 
в - c 
ATE 
arb ے‎ 
a-b mnAzB 
Ga 
Demostración: Sabemos que: 
a = 2RsenA 
b= 2RsenB 


En todo triángulo se cumple, que un lado cualquiera, es igual a la suma de sus otros dos lados, 
multiplicados cada uno por los cosenos de los valores de los ángulos adyacentes a dicho lado. 
A 
Análogamente: 
ç b 
| b=acosC+ ccosa 
B 7 c 
c=acosB+bcosA 


semiángulosinternos de dicho triángulo, usaremos la siguiente fórmula. 
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1. SENO 


p:Semiperímetro + p = ®*®+© n 


Demostración: A partir del teorema de cosenos 
a? =b? +c? 2bccosA 


are: 12200028) э de c снае 


2-23 2^ (a*b-ca-brc) aA 
¬ - (boo beseni t > 3 Lr 
-,Gp-29üp-2) 2 . QA. 0-9 

= sen? оозе 


m Mcr 


Demostración: A partir del teorema de cosenos 
a=b? +02 2be cosA 


dae (200041) co ed + 2be—4be coit 


AAA IET 


team CALAPENSHKO. 


Alpera A _ +0+90 + e-۵ 
> 4be cos? +0 co^ am 


A _ (2p) (29-22) 
+ e? 2-2 


1. INRADIO 


team CALAPENSHKO 


Demostración: Sean K, T y S puntos de tangencia: 
Del gráfico: x+y=a y c+x=b+y 


En el SOTA: 


^ 
d 


^ 
— p> ھم‎ 
rpm 


Demostración: 
Posteriormente se demostrará que el área de un triángulo XYZ es sen Z 


Меш: Aan Ai “Aue A SY sen + Pa send = sena 


Ya 0+ свео = sena ع‎ WM ber 
do Y Ve pee LA bec 
2 
уре e 
hi sd 
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Análogamente: 


MATEMATICA 11 


R 


Prolongamos AM y lo intersectamos con la paralela a AB trazada por €. 
¿RCA « 180*-A. 


Debido a que BM «MC y AB//RC se forma el paralelogramo ВАСА 
En el A ACR: Aplicamos el Teorema de cosenos 


(may = b? + c? - 2bc cos(180"-A) 
^ 4mj «b«c! + 2с cos A 


ÁREA DE LA REGIÓN TRIANGULAR (AZÎ 
La reunión de un triángulo y su interior recibe el nombre de región triangular. 


POSTULADO 


A cada región poligonal hay asociado un número real positivo, este número lo denotamos con Ay y 
lollamamos área dela región 


1. Ar EN FUNCIÓN DE DOS LADOS Y DEL VALOR DEL ÁNGULO COMPRENDIDO. 


El área de la región triangular es igual al semiproducto de dos lados multiplicados a su vez por el 
seno del ángulo comprendido. 


team CALAPENSHKO. 


2. Ar EN FUNCIÓN DE LOS TRES LADOS. 


(Fórmula de Herón) 


Multiplicando: 


$4 - ESE 
жуту D 


ite sen eos = PPP 


> sen = PP -0P -D0 


A, = PPP 
EEE TA 


3. Ат EN FUNCIÓN DEL SEMIPERÍMETRO Y EL INRADIO 


p:Seniperimer p = 3385€ 


4. Ar EN FUNCIÓN DE LOS TRES LADOS Y EL CIRCUNRADIO: 


A 


5. Ат EN FUNCIÓN DEL SEMIPERÍMETRO Y EL EXRADIO RELATIVO A UN LADO. 


Análogamente: 


p+Semiperimetro 4 p = $1956 


AA” 


Ў THIGOYOMETRÍA 


6. А, EN FUNCIÓN DEL INRADIO Y LOS EXRADIOS 


7. АЕН FUNCIÓN DEL VALOR DE LOS ÁNGULOS Y EL CIRCUNRADIO 
A 


э. A, EN FUNCIÓN DEL VALOR DE LOS ÁNGULOS, EL CIRCUNRADIO Y EL INRADIO 
A 


Como: A+C=180" — cosC--cosA 


1. SENO Y COSENO 


MATEMÁTICA 11 


AC 7180 + cos ÊÊÊ одре 


B+D 180 oP 


c 


A+ C=180° sen 3 2€ sengo" =1 


B+D=180°- sen RP = зепд0°=1 


TRIGONOPH 


EJERCICIOS DE APLICACIÓN: 
THallar la longitud de “x”. 
a) 


Hallar la longitud*x", 


team CALAPENSHKO. 


Reemplazindo: — 342senC- (3+ /3)sen60* 
asc DE 
senc 2) 

2 


Luego despejando sen C y racionalizando; se obtiene: 


A веза € 
Por el teorema decosenos: с? = a? + b? -2abcosC 


Reemplazmdo: (7n)? = (38) + (Sn)? – 2030) (5п)созС 
49n? = 34n? — 3002 . cosC. 


team САГАРЕМЅНКО 


MATEMÁTICA II 


Por teorema de cosenos: 
(a-D =a? + (a+ 17 -208)(а +1)сова — (D 
Reemplazando (I) en (ID: 


а? -2241- a3 a? 22 1- 2(aY(a 1) 


De donde: 5 
3 4 E 
En (D: тазу 
3 
De donde: send =sen3a =3sena—4senta=3 - 


Ed 


зера бт 
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(4457 = 13)" + 10) — (24 13)10) cost 
0 qoe 


+. Ө es aprobación a 60° 


Resolución: En el triángulo ABC: 
A+B+C=180" 
C=60*=>A+B=120" 
sei (8 
Lo pedido: “anta -BD 
Por el teorema de tangentes: 


зь =) 
mE 
AAA NA 


team CALAPENSHKO. 


Resolución: La expresión a reducir es: 
E= besen A(cotB + cotC) 


team САГАРЕМЅНКО 


AI as 


Е=һсзепд[2°пС-©о*В+ зепВ. созС 
зепВ зеп С 


Simplcando: E= 2RsenB.2R senc. sen SEES 


(como: A+ B+ C= 1807) 


Luego; E=4R?senA .sen(180°— A) 
E=4R?senA. senA 
E=(2Rsen A)? 


E=a? 


c=15, а= 13 


А ъ=14 c 


bec 
СЕТ 
mu 


Por razones trigonométricas de los semiángulos de un triángulo. 


ZAI Р T. 
[pp-a 202 
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1o pedido: E-emA- s 


Por idendidad del ángulo mitad 


= с 
Eccc reco - VS 


Reemplazando del triángulo rectángulo: 
gu 2 
ERA UN S 


E= d$«2-45 


E-2 


Resolución: Dela condición:  458=рр-Ь+(р-а)(р-©) 
Área de la región triangular por Heron es: 
S= p= ap BJP) 
Reemplazando en la condición: 
A p(p- b) « (p-aYp- c 


на =) pe DIED) 
Тва) BPE) APDO 
е5 ED] аа E] 
š A EN Ы 


team CALAPENSHKO. 


Sumando mam. (D ^ (2), e obtiene: 


0 amies eas each 


En forma análoga: 4mj «2a! «2c? -b* Y y 
UU eal © 


Luego sumando (3), (4) ^ (5) mam. 
4(2 + ={+аг)-зб +b? +) 


Remplazando: 


Elevando al cuadrado mam: 


2 


Eye 


8:7 


199-42 _ 
3257 


2 

s 

E 

[3 

522 
3 
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Resolución: AB = CD =a 


team CALAPENSHKO. 


Resolución: Ое! triángulo ABC: A+B+C=180" 
asenA-csenC- bsenB 
2R sen A . sen A — 2R senCsenC = 2R sen B. sen B 
2sen* A-2sen^ C = 2sen^ B. 


Por Identidad del £ doble: 1—cos2A- (1 —cos2C)= 2sen^B 
cos2C - cos2A = 2sen^ B 


Transformando a producto el primer miembro: 
—2зеп(С + А)веп(С- A) = 2sen* B 


ОА -180°-А = A=90* 
+. Dicha condición se cumple en un triángulo rectángulo. 


а 
twitter.com/cája 


у; 


team асо 


En el AAcp aplicamos el teorema de senos 
2acos26* 


send 7 sen(94: 
2sen(94 - 0)cos26* = senü 
“Transformamos а suma el 1% miembro: 
sen(120* - Ө) + sen(68* - 8) = senü 
sen(68*— 0) = seno -sen(120* - 0) 


2sen(0 - 60*)cosG0* 
зеп(68°— 0) = sen(6.- 60°) 


team CALAPENSHKO 
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PROBLEMA 16 Eneltriángulo equilátero mostrado, determine: 
соң(15*+ 30) secó 


Del gráfico: completando los ángulos. 


Sea: — AB=BC=AC=L 


Además: BP = m в 


Г 
Aplicando el teorema de senos 

En el App iUe) ——@ 
En el Ag a a 
¿galan (1) = (p, RED _ senza 


sen(75"+ 0) ^ sen(165* — 20) 
Recordar: 
зеп(165° - 20) = зеп(15° + 28) 


sen(60* — Ө)зеп(15° + 20) = sen(75° + 0)sen 20 


Multiplicando por 2: 
2sen(60* — )sen(15* + 20) = 2sen(75' 


0)sen 20 


— ea 
cos(45" - 39) — cos(75" + б) = cos(75* — 0) cos(75° + 38) 
OA 


соз(45° — 38) + cos(7: 


ES 


+30) = cos(75* — 0) + cos(75* + 0) 


TRIGONO! 


Transformando a producto: 
200560". соз(15° + 39) = 2c0575"c0s0 


Fasas- E е _ 


agi AtB)‏ ل 


(p-bXp-c (рар) 1 
р-а) pp-b 3 


[I — S> 
Aplicando el teorema de senos para los triángulos: 


senQ20*-x) ` sen307 
< т =баеп120°-х) 
EE m = 6sen(60* + x) ... 


De) =G): 4зепх = 6 sen(60*+ x) 


2senx = 3sen60°cosx +3cos60*senx 


MATEMÁTICA II 


Resolución: — Reemplazando el valor de: S... = sena 


0) 


bi 


aa 


= 
En] 

be 
^ 
2 


A todo el püblico en general: 


El Proyecto Modo Scan+100 2.0, nace de una idea del 
Team Calapenshko, 

el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente, este libro 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analíticamente, así que te invito a leerlo. 


No pagues por este libro de circulación gratuita, 
büscalo en la red. 


Atentamente, el GRUPO CALAPENSHKO 


28 de agosto del 2020 
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Resolución: — Aplicando el teorema de senos en los triángulos ABC y BDC 
B 


a> 
К 
mi EN rc 
m D m 
De (1) y (2) 
A: "an 
sen2u sen(180-5a) "^ senSa sen2a 
n_m "HE Um 
sena sen2a те senSa sen2a 


2зеп2а соза = зеп 5а => senda + sena = šen Sa = sena = sen Sa - senda. 


EL 


= sena = 2 sena созда = созба = 


А 


Por Teorema de senos: (A sp). 


ESI UN IN 
senza senda senza 


Recordar las formulas del ángulo triple y doble. 
№ 1 22 1 


sena (3-4зеп2а) Zsenacos ^ ЗСА с0а) cosa 
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CFONDOEDITORIALRODO B p TEIGONOMETRIA d 


FROBLEMA24 Еп un triángulo isósceles ABC donde AC BC la base mide 10m y la bisectriz del 
Ángulo “A” mide 12 m. 
Determine la longitud del lado igual del triángulo. 


Resolución: 


En el A Aap (Teorema de senos) 


E 0 
zen ^ sen(180 30) 
L seno 
12 10 


2sen0 8030 sen 0(3 - 4sen20) 


=3(3- 4sen?0) = 5cosó = 9 — 12(1 - cos? 0) = Scos0 


> 12cos! 0 Scosü - 


= (4050 - 3)(3050 +1) = 0 


1 3 
<> cos0=-2 (no cumple) ^ cosü- 
0-2 ( ple) o$ 


En el A pc (Teorema de senos) 


x 10 ЖЕ 10 
Sen20 sen(lB0—40) — sen20 2sen20 cos20 
sen 46 
10 5 5 


x- =< 
Jcos28 ` cos28 ` 2(cos2 0) 


team CALAPENSHKO. 


Por teorema de senos en los A, 


А 
Ma земїВ+© > 


ЭйзепАзеп(В+С) ^ sen(A-0)  sen(Be C) 


BO 
send.senA  senB.senC 


sena. хозА _ senB.cosC ‚ senC.cosB 
senü.senA senB.senA senB.senC senB.senC 


= cot0- cotA = cotC «cot. 


с сне = cot A + cot B + cot C. 


— ETUTazananmananamaananmanmaanaamaap- 


Na вуь оо 
D)e Bi 


En un Apaci reducir; 
= (a-b)senC. (b c)senA + (c-a)senB. 


ло B) senAsenBsenC. 
Qa+b+e 
D Ba*b-c 


Hallar el mayor valor del ángulo del 
triángulo cuyos lados son proporcionales a 
losnúmeros 7; 8 y 13. 


N45 
D)60* 


5)so* ©0120 


E30" 


Uno de los lados de un triángulo mide el 
doble del otro y el ángulo comprendido 
vale 60", Entonces los otros dos ángulos 
miden: 


А)75'у45° BOY C)s0'y40° 
D)50*y 70" E)6Syss" 
Enuntriángulo ABCse cumple: 
RENA 
2* bte? 
Halle tan А 
z 
A) 7 рта CE 
5 s 
DE p 


۴ 


25 25 з 
Aun DF o7 
05 D 


Un triángulo tiene por lados tres números 
impares consecutivos. Si el mayor ángulo 
mide 120”. Hallar los lados. 


A) B135 Os 
0)11;13;15 93:4 
En un triángulo ABC se tiene que: 


b= 25; c= 3+5; An 60% 


а) 3/2 B)2/3 DE 
D»2/7 DE 
Resuelva el triángulo cuando: 


а=246; c= 6-23 b=75% 


En un triángulo ABC, hallar la medida del 
Angulo “А” si se cumple: 
a _ b е 


зепА ` cosB 7 sen(7O*- С) 


As0 
D)70* 


B)100° O12 


E)35" 


AE) IA 


team CALAPENSHKO. 


11, Enuntriángulo ABC, se cumple: 


b. 6-42; B-Cu 90 
ata 


Hallar: E= 2tanA,cos(B + C) 


A3 
0-6 


в)-/з o6 


EZ 


12. Enuntriángulo ABC se cumple: 
csenB 


bsenA , asenc 
C-acosB  b-ccosA 
Halle el valorde: M = cotC + sen2C. 


-tanAtanB 


ло D o2 
3 4 
Dr B2 


13. Simplíficarla expresión siguiente: 
k = аф cosC - c cosB) 


enuntriángulo ABC. 
И B) abc Cab=be 
DIS Ebe 


14. En un triángulo ABC se tiene que: 2a = 7b 
^ mC = 60°, Halle el valor de: 


16. En un triángulo rectángulo ABC, (recto en 
А) cuya área de su región triangular es "S", 
escribir en función del área la siguiente 

(«2 -b*)ranBsen*c. 


cos? B-sen^B 
AS B)25 С)35 
0)45 Е)55 
En un triángulo ABC, se cumple: 
SEA un 


Hallar: M = tan C + cotA. tanC 


A-1 52 ©-2 
D)-3 EA 


f& Encualquier triángulo, la suma: 
Ws аг angi 
Curl c cosC ° C2 COA ° SESA + 
esigual: 


ло 51 
Dja+b 


Cabe 
Eja+b+e 


19. Enuntriángulo ABC, reducirla expresión: 


к 3605(67* B) + bcos(67° + A) 
G 

A) cos23* B)tan23* C)tan67* 

D) sen&7- E) cos 


20. Enuntriángulo ABC secumple: 
asen(B-C) , bsen(C-A) _ 2csen(A-B) 


si; tanA . tanB . tanC = R, siendo “R” la. 
medida del radio de la circunferencia 
circunscrita al triángulo ABC. 

a 
AAR BIR ot 
DR E)2R 


bcosB+ccosC  acosA«ccosC acosA+bcosB 
Hallar: 


M = tan(B — Otan(C - A) 
Siendo: A2B+C 

EI 92 оз 

з 

D4 Dİ 


AAA ENE 


21. 2 are cot 3y 2 arc cot 5, son ángulos 
interiores de un triángulo. Hallar el área de 
la región triangular, sabiendo que su 


perímetzoes 4/5 u 

Za un Hd 
lé j озу 
DEJO nis 


22. Enuntriángulo ABC el mZC mide 60° y los 
lados: a«2/3442; b-2/8—/2 
HallarmzA 


A 


B) 


C) m-arcan(3/3 +42) 
D) z-arctan(442 +23 + 6) 
E) arctan(Y2) 


23. Delafigura adjunta hallar: 13 sen°x 


2 з 

ET] 
Ana 510 o° 
D)8 97 


24. En un triángulo ABC se tiene los siguientes. 
datos: 


B i A=B+30 
соз2А + cos2B = -0,253 

Hallar la longitud de la mediana relativa al 
ladoC. 


А1 »2 cos 


D 94 


25. Enun cuadrilátero sus lados son: 4; 5; 6y 7, 
la suma de las medida de dos ángulos 
opuestos es 120”. Hallar el área de la región. 
cuadrangular. 


A)3465 ст? B)3470 0373 
D)3471 E) 3/67 


26. Enuntriángulo ABC, se cumple que: 
C rect - 
acil 2 


Hallarel valorde: 
С 
Rer еи 
Ak m2 БЕ 
D)k-1 Юк+1 


27. Hallar la expresión que determina el valor de. 


sen f enun condrüteroinscriptble ABCD. 


KESKE! 
uar 


28. Enuntriángulo ABC, se denen b + с = 7m, a 
= 5 т. Hallar el producto de las distancias de 
losvénicesByCalabisectrizexteriorde A. 


A20 B)24 025 
0)6 57 


28. Sielcircunradio de un triángulo ABC mide 
Зат, además se cumple: 
Sen(A-B) = 2cosA cosB ....... (I) 
sen(C-B) =cosBcosC „Ш 
Hallar elárea de la región triangular ABC. 


©)зо em? 
E)60 cm? 


AJ10 cm В)20 ст? 


0)50 сп? 


EN 


EN 


Hallar el radio del círculo inscrito entre el 
incirculo de radio r y los lados que contiene 


«lángulo A de un triángulo ABC. 
کک د ^ د‎ 
oma (EA 

D) ran? (5:5) Drant 


Al dividir el circunradio de un triángulo, 
con el circunradio de su triángulo órtico, se 
obtiene; 


N2 
0а 


LI оз 


815 


Enun triángulo ABC, se cumple que: 


uS erm (E) a eg 


2 
Hallar la medida del ángulo B 


2 5 
А аспа B) aretan Š 
3 
O) are an 
D) arctan ds. E) aretan Ë 


s 


Si el área de una región triangular ABC es 
"S" reduzca: 

Е = sen2A + sen2B + sen2C 
R: radio de la circunferencia circunscrita al 
triángulo ABC. 


s s 
D$ о 
DES 


м. 


35. 


Khaled шый) тыша ii 

айнаш sim 
Da зе 

uc 

M SRA emê rnd 

А cos В, 5) 


8 совр cos 


B)Sólol — C)sólont 


E) Todas 


Del gráfico, hallar la medida de “x”, 


e 


fac oes 


As 
Dus. 


B) 10° or 


Юта" 


En el gráfico; AD es la mediana relativa al 
lado BC. Halle ma 


a c 


A) arccot(cotA + 2cotB) 
B) arccot(2cotA + cotb) 
©) arecor(cotA + сив + cot) 
D) atctan(cotA + 2cotB) 
arctan(2cotA + сов) 


IS 
37. En un triángulo ABC, inscrito en la 
circunferencia — trigonométrica, зе 
cumple: 
acotA=2cosxseny (i) 
beorB=2cosysenz (ii) 
ссогС = 2coszsenx ... ii) 


Hallar 

M=nx.tany.tanz 
№1 DE os 
D)+2 юу 


38. Enuntriángulo ABCsecumple ZA = 60°; 
ГАЗ 58 y elárea dela región triangular. 
443 Hallar: 


|د 


(Уд bisectriz interior relativa al ZA) 


a5 23 5 
А) s B) 295 e 

ña s5 
D 5B 


39. Si г, tz y ry son las medidas delos ex- 
radios de un A ABC. (P:semiperímetro) 
Ple trato) 
fan eran * rita) 
esiguala: 
CRT 


^ 
A) an + an +n 


کاک 
B) cot? +cotÊ + сос‏ 
cot сота + cot‏ ) 


2 
o1 


о Va 
92 


coro f 


40. En un triángulo ABC se cumple Z А = 45°; 
Va m$ V27 V y el drca de a región triangular 


ABC es {2-02 (Му bisectriz interior 
relativo alángulo A) 
Hallar; 


xz 
0321) 
4241 


B) 300) 


о 


4 
E) $221) 


41. Enuntriángulo ABC, simplifique: 
E= p(rcotA + r,cotB) -a.r cot 
siendo: 
т: medida del radio del triángulo ABC 
тъ medida del ex- radio relativo al lado “a” 


Bat 


42. Enlafigura mostrada, hallar la medida de 


š; 
А)15а в)7,5/3 ы O2Su 
0) 1,873 u E) 93 u 


EL 


41 En un triángulo АВС la bisecrir 
exterior relativa al lado “а” mide 14 m. 
Halle la longitud de la bisectriz interior 
relativa al mísmo lado, si además: 
mZB-mZC- 16°. 


А7т 
Ds 


B4 ов 


92 


44. Se tiene un prisma triangular regular 
 ABC- ABC, cuya arista de la base mide “a”. 
Se ubican los puntos medios M y N de AB 
У BC respectivamente. SÍ los segmentos. 
CM y AN forman un ángulo agudo que 
mide "9", Hallar el volumen del prisma. 


w Geel 
E) 


© Arado 
D) S ioc 01 E) pu 


45. Enuntriángulo ABC, se tiene la relación: 
B-C) g(h-e| сл 

osos (358) (Ez) 
Hallar la medida del ex — radio relativo al 
ladoa, si el perímetro de triángulo ABCes 12. 


БЕД 
ma 


»3 o2 


EN 


46. Se tiene un cuadrilátero ABCD inscriptible 
delados a, b, c y d respectivamente, 
entonces cosA esiguala: 


a Latii (etd?) 


^) 


2(ad + bc) 2(ad + tr) 
AA) 
O ado 
Ea quiet) + - (uh. c 
Mao PT 


а 


Las longitudes de los lados de un triángulo 
ABC están en progresión aritmética (a < b 
< ©) las bisectrices interiores y exteriores 


son V, ; yi Ves Vi Vli Ve 
rente Seo 
Reducir к 2 УМ 2 
vy 
v E 
no D 02 
ma B« 


En un triángulo ABC se tiene que: 
m, mediana relativa al lado a, además: 


b+ c = 2k- 2m, Hallar: cor 


N psa © y x= Rea » 
o EE 9 
D Ea EES) DIED] 


Del gráfico: El punto “Р” es el punto de 
"Brocart" (es un punto cualquiera). Hallar: 
esc! Aces B+ cse? C 


DAA 
© Reconocer elsistema deejes coordenados yubicar en los pares ordenados.. | 
e Determinarla longitud entre dos puntos, dividir un segmento y 'elárea de una 


El profesor parisino Nicole Oresmes (1328-1382) llegó a utilizar 
еп una de sus obras coordenadas rectangulares, aunque de forma. 


para la representación gráfica de ciertos fenómenos. 


En el sigo XV época de las grandes navegaciones, la 
trigonometria fue separada de la astronomía, alzándose como ciencia 
independiente de la mano de Regiomontano (1436-1474), que trató 
de una manera sistemática todos los problemas sobre la 
determinación de triángulos planos y esféricos. Asimismo en esta 
obra seestablece un notable cambio desde el álgebra literal al álgebra 
simbólica. 


Las puertas a la Geometría Analítica fueron abiertas, ya en el 7 
siglo XVII por Descartes y Fermat, pero sólo incluían problemas PIERRE DE FERMAT 


pino ÁLGEBRA Y GEOMETRÍA 


En el siglo XVI, un avance importante en el álgebra fue la introducción, de símbolos para las 
incógnitas y para las operaciones y potencias algebraicas, Debido a este avance, el Libro Ш de la 
Geometría (1637), escrito por el matemático y filósofo francés René Descartes se parece bastante a un 
texto moderno de álgebra. 


En el siglo XIX, en los tiempos de Gauss, el álgebra había entrado en su etapa moderna. Las 
ecuaciones polinómicas entraron al estudio de la estructura de sistemas matemáticos abstractos, cuyos 
axiomas estaban basados en el comportamiento de objetos matemáticos, como los números complejos, 
que los matemáticos habían encontrado al estudiar las ecuaciones polinómicas. Los grupos comenzaron 
como sistemas de permutaciones y combinaciones de las raíces de polinomios, pero evolucionaron para 
llegar a ser uno de los más importantes conceptos unificadores de las matemáticas. Fue Euler quien, en 
1748, sistematizó la geometría analítica de una manera formal. En primer lugar expuso el sistema de la 
geometría analítica en el plano, introduciendo además de las coordenadas rectangulares en el espacio, 
las oblicuas y polares. 


En segundo lugar, estudió las transformaciones de los sistemas de coordenadas. También clasificó 
Jas curvas según el grado de sus ecuaciones, estudiando sus propiedades generales. En el siglo XVIII se 
completó el conjunto de las disciplinas geométricas y, excluyendo sólo las geometrías no euclideanas y 
la apenas iniciada geometría analítica, prácticamente todas las ramas clásicas de la geometría, se 
formaron en este siglo. 


Elhombre en su afán de encontrar soluciones para los problemas que se planteaban a lo largo de su 
existencia, a creado diversos métodos, uno de ellos es el de la geometría analítica, en la cuál se hace un 
enfoque de los conceptos de punto, recta, circunferencia etc, dicho enfoque combina ala geometría con 
los métodos del álgebra. 


Es la representación geométrica de los números reales, donde a cada punto le corresponde un 
nümero real y viceversa 


BOJA 
шанае 


3 SIE: PESCA 2| 
- x 
Donde: 0 : origen 
; esla coordenada del punto A 
-VĒ : esla coordenada del punto В. 


Es aquel plano formado por dos rectas numéricas perpendiculares entre si en su origen. 


A todo punto en el plano se le asocia un par ordenado y viceversa, dicho раг se representa 
por Pfa; b) 


Donde: а: abscisa de P 
b + ordenada de P 


TRIGONOMETRÍA 


Todo punto sobre el eje x tiene рог ordenada cero. 
"Todo punto sobre el eje y tiene por abscisa cero, 


EA 


MATEMATICA И. 


+ ScPG;3)yQUQD 
= Q= 5-2 +G-CD 
= ро- 31 = =S 
* SEPÓLO y QCI 3) 
= ro-(a-CDP«-s* 
> MASA 2 PO-454 


N UNA RAZÓ) 


fı), además M(x; y) es un punto de PQ tal que = z, 
entonces las coordenadas de M están dados por: 


Los S MRQ y PSM son. 


semejantes: 
COE 
nm 


уут -ут = yn ~ya 


Ejemplo: Hallar las coordenadas del punto M que se encuentra sobre el segmento PQ , tal 
que 3(PM) = 2MQ Dato: P(2; 3), Q(8; -3) 


y 


E 


Ejemplo: Hallar las coordenadas del punto medio del segmento AB; si A(S; 4) y B(3; -2) 
Resolución: Sca M(x; y) el punto medio de AB entonces: 


ás 
у Ае NS 
в@;-2) > > 
2 OM 
By yp Sen б (y) 
+y; + 
y = Y : ^ 
AG Y - - согу) 
Demostración: 


Sea M xy, Ум) punto medio de AC: 


xx ES 
cay ERA луу a 


Debido a que G es baricentro: 
Ea A 14 уы 


TRIGONOMETRIA 


3C2)«28) 


_ 33)+2-3) 


MATEMÁTICA П. 
Por división de un segmento en una razón dada. 


e یت‎ 
2+1 


ys 
2 


+n), 
AA 2 J yvy 
3 


Para hallar el área (S) de una región triangular, se colocan las coordenadas de los vértices y 
seguimos un sentido antihorario hasta cerrar la figura geométrica y volver a colocar la coordenada del 
primer vértice escogido. 


Абу; y) son 


BO Ya) 


Cos y) 


Ejemplo: Hallar el área de la región triangular ABC, cuyos vértices son: 
A(1:2) ; B(-4; 1); CC3; 4) 


Resolución: Aplicando lo anterior, iniciando 


AG; y) E Cosi Уз) 


Demostración: 


Sen Is, y) el incentro. 
* Por la propiedad de la bisectriz (ВР) 


хш; y 


ATEMATICA И 


* En el AABP también aplicamos la propiedad de la bisectriz 
* Hallamos las coordenadas de “Р” en AC: 


xp AGRA) y, (al) eya 
Y ck+ak © ckeak 


кеМ y, цас 
Hallamos las coordenadas de 1 en ВР 
ЕЎ 

nk+n 


Cancelando “п: ھا ۾‎ 2 ey 


Efectuando: х= A El 
Reemplazando (1) en (2): 


(ja + xye+ xb) 


Se obtiene: 


Análogamente para la ordenada de 1. 


Si (AP + PB) es mínimo, se cumple si y solo si 


a=p 


team CALAPEN: 


E TRIGONOME 


“Trazamos el simétrico de B respecto de x, entonces PB = Ph" 
Como se quiere АР + PB mínimo — АР + PB es mínimo también. 
Entonces la mínima distancia entre A y B' es la línea recta: 


= ZAPO = ZB'PX 


pero 4B'PX = ZBPX- 
ya que В es simétrico de B respecto de x. 
ETET] 
1i) Paralelogramo Boy) фы. 
2] XM 


> FER EAA 


Demostración: 


м d 
Trazamos las diagonales у estas se cortan en el punto medio M(Xu, ум). 
Es decir M es punto medio de BD y AC 


Xx 


2 жуз Уз ty. 


team CALAPENSHKO 


Dado los puntos А (8; 2); B (-1;3); C (6:3) y 
D(-2;3); indicar: Verdadero (V) ó Falso (F) 


según corresponda. 
10. dAB >dAC ) 
п, dAD »dDC ) 
12 dBD -dBC ) 
Determine las coordenadas de P. 
n Pa 90: 
— 
AG; -1) 
= (Ру) = 
"EN 
D Bá; 4) | 
> FEE | 
Dados los puntos A(1;3), B(5;2), С(7;2) y 
D(-5;-3); determinar 


св; 9) 


Juego: ES 
ЗАК ыма 6-35 px 


team CALAPENSHKO. 


Resolución: 


DAEB = рол = ACD 


ACO; 5) ; 067; 0) ; CC12; 7) 


Resolución: НаШетоз las coordenadas de M y N las cuales son los puntos medios de los 


segmentos AC y BD 
земал: а= 2024.0 
343 p 
[E c 
= M03) 
Sea Ni d): PO м 
ENS) 
— 
= Na; 
Luego calcularemos MN: 


MN = (0-1 +(3-12 


team CALAPENSHKO. 


FONDO EDITORIAL RODO 


Resolución: 


FROBLEMA 6 


Resolución: 


BENS) 


MG: 0) 


Sea Mía; 0) un punto sobre el eje x tal que: 
AM = МВ 


6а «2-97 = Ya- CD «(0-57 


Luego: 


Elevando al cuadrado: 
(6-29 + 2° = (a + 2 + (-5)* 


Desarrollando y reduciendo tenemos: 
a=1 


^ MG; 0) 
Sl Ios vértices de un paralelogramo ABCD están dados por: АС 


y <(7; 6) 
Determine las coordenadas del vértice Р. 


(C1; 5) 


En un paralelogramo las diagonales se intersecan en su punto medio, así 


M(a, b) es punto medio de ХС 


cg; 6) 
b 
ве; 5), 
= MG;2) 
M(2; 2) es punto medio de BD 
-isz Ds y) 


2- = x=s 


АСЗ; 2) 


м +X = + x 


ж +у›= у; +у, 


Sea М(5; 6) el punto medio de BC por geometría elemental, siendo G(x; y) el 
baricentro del AABC (intersección de las medianas), se cumple: 


Luego aplicando la formula de división de un segmento en una razón dada 
tenemos: 


ROKA „_„ a y ROD 


ak Ar 


(6) 
20+ 


=y=5 


team CALAPENSHKO. 


Resolución: кюз 
 Aplicamos fórmula de distancia: 
ХЕ 070-27 =a 
ETRE 2? 
70-25 
2-4 


Para la abscisa: -8+0=-3+x > x--5 


B0;-9) 


AC; S) 


Condición. PA-PB 
Aplicando fórmula de distancia: 
Маз +057 NS 
Elevando al cuadrado y desarrollando: 
(+3) «(y-5F - (7? +(y +9 
X! +6х +9 + у? -10у+ 25 = х° -14х + 49+ y 418y +81 
20x-28y-96-0 
4 Sx-7y-24-0 


Elevandoalcuadrado: (x4) + (-4)* = $? 
x -8х+16+16=25 


х2 -8к+7.0 
Factorizando : (x-7)6-0-0 

x=7 v x=1 
Por lo cual — _ x=7 > A-(-) 


2. Suma de coordenadas = 6 


team ааа 


Tomando como inicio el punto B y seguimos la secuencia en sentido antihorario 
> BCAB 


s -12-4x-(6x-12) 
2 


uem 
Sea P(x; y) el punto buscado, entonces se cumple: — 
AP = BP = CP 


Luego: AP = BP > уа «9-37 R2 0-77 


sx- 


ar +7-0 
зва; NENE «(y +B 


=xt3y+2=0 


ie uc rcd 
Ох=-5; 


El punto requerido es P(-5; 1) 
A tato 
OBSERVACIÓN: El punto "P" es el circuncentro del ДАВС 


Resolución: Sea “S” el rea dela región triangular ABC = S = 7...1). 


Calcularemos el área con los datos (inicio punto A) 


AA APA 


team CALAPENSHKO. 


mem 
> 
o [2а+1263| o 
[SIL 
o| о <o|_o 2 
за acd 
Usando (): 7.9935 
2 
Resolviendo; а= 2 
Luego los vértices del AABC son: 
Аф; о), B(S; 3), C(2; 4) 
Calcularemos: AC y ВС. 
AC= 2-0 «(4-0 = АС= NS .... (2) 
ВС» 5-2) «(3—: 


Resolución: La menor distancia entre dos puntos es una recta, luego ubicamos el punto A 
simétrico al punto A según el eje de abscisa. 
Luego: 
[3 


үс: тапа. 


De (1) y (2) obtenemos: a 
> BELO) 


Resolución: Ре! gráfico; asumiendo que el área de la región triangular APD sea "5" 
AG: B) 


800; 1) 


C(6; -2) 
Calculemos; el área de la región triangular ACD = S + S 


Š de s D ses- 


sese oua 


= 


Сысшеток ol rea de la región angular ABD = 5 + S, 


els deu i^ > маке 29) 


ss m 


Ahora si restamos (1) (2): 
sE 


— =-6u% 


TRIGONOMETRÍA 


A5; 10) 


BG; 4) 


Cc») 
Calculando el área de la región triangular ABC : 


20 то 

(9 4-90 [7-20 | 2. 
-28 Pasó 
Е] 14 


s 14-098) =56 2.0) 


Recordar: El área de un triángulo también se calcula 
multiplicando el inradio porel semiperímetro. 


S-pr Q 


Calculando los lados del triángulo: (Aplicando distancia entre dos puntos) 


Luego: AB= (7-5) +10 =v > Ав= 20/10 
лс = (957 «CA-10 = 392 — AC=144/2 
alo *(444P = 320 — ВС-8/5 

E BINOS 


2 
p-4/5 «742. 410 3) 


Eilers NEA 585 arami mauna ante inda 


A DIO T = MEZULIUCENM 


Reemplazando en (1) y (3) en (2): 


56 = (445 «742 + 10) 
payami REE 
гери 
A r 


2 a+b+c=17 


FROBLEMA 18 ` SIABCD es un paralelogramo, calcular el valor de 5, + S, 


Resolución: — Ел un paralelogramo se cumple que: 


[a+c=D+B] (punto medio de un segmento) 


Luego reemplazando los dat 


Ahora del gráfico: 


в02;-1) 


 Calculemos el área de la región trinagular ADP: 


E o 
-10 15 = ү = д-ры] 
0 5y m 3 

т=-зу-10 D-15-5y sey 


Calculemos el área de la región triangular BPC: 


o AS ау у) БЕ 
Br 2 ВЕ 
r= D-Ay12 


2 э+ы= уч" 


Seal uuo co TO Бл аку remarca GNE 


AB- 02-4) «(3-9 -10 
Del dato: 5з =80-› 10xAD=80 — AD=8 
Del gráfico: x=. 22 
24 84 
xn M 
Nos piden: ne 


ah 


p.C949-.(:92 C27:-12) + 12:12)_ C15: 0) 
2+3 5 


4 D=(3;0 


team CALAPENSHKO 


FONDO EDITORIAE RODO: TRIGONOMETRIA 


PROBLEMA 21 


Resolución: 


FROBLEMA 22 


Desde el punto P (x; 0) se divisa el segmento de extremos A(-1;3) у B(7;1) bajo un. 
ángulo que mide 90”. Calcular la suma de valores que asume “x”. 


Graficando: 


Del gráfico se cumple que: AP? +PB? 
Кае HOY енун 


Resolviendo: 


x! +2x +1+9 +x - Mx +49 +1 =64 4 
252 -12x +60 =68 


6x-4=0 


La suma de “x” es: 6 


Según el gráfico las regiones poligonales ОАВ y ВСЕ son isoperimétricos, si В 
(40). Calcular el valor de: x -y 
(OABy BCDE son polígonos regulares) 


y 


team CALAPENSHKO. 


Resolución: — Haciendo trazos respectivos y buscando Bs. notables 30° y 60° se puede hallar 
los puntos: Cy E. 


team соко 


Resolución: — Poresos puntos pasan necesariamente una circunferencia de diámetro AB. 


* Para poder encontrar la mínima ordenada también es necesario que: СР// EJE "y" 
* CP es radio de circunferencia entonces las coordenadas de “p” se pueden hallar: 
PGN) =P (53-425) 


Resolución: Con los puntos determinados, buscaremos triángulos rectángulos semejantes 


para encontrar los valores que faltan: 


twitter.com/calapenshko 


f. Hallar el perímetro y el área de la región 
del trapecio ABCD. 
Ча) фу 


AQ;-1) 
A) 25 u; 25u? В) 25 u; 30 u 
€) 30 u; 40 u? 
D) 30 u; 48 u° E) 35 u; S2 u 


2 la ordenada de un punto "P^ es 8 y su 
distancia al punto Q(5; -2) es 2/41. 
Hallar la abscisa del punto "P^, sabiendo 
que pertenece al IIC 


DES DAN СЕЗ 
D)-6 D-3 


3. Indicar las coordenadas del punto "C" 


NGS DED QSD 
D) (5; -5) DON 


4. Dado un segmento AB donde A(2; 3) y 
B(11; 10). Calcular la suma de las 
proyecciones de dicho segmento sobre los 
ejes coordenados. 


A12 B14 Q16 


Î TRIGONOMETRIA 


Dados los puntos AÙ; 0), В(2; 0) y 
C4; 8). Hallar la longitud del punto 
medio del segmento AC al punto medio 
del segmento AB 


A)3u B) 4u €) vi5u 
D) 7u E) Ju 


Dado dos vértices opuestos de un 
cuadrado P(3; S) y 001;-3). Calcular su 
área. 


Aw — B28w  ©)24u? 
D) 2142 E) 184% 


Del gráfico si: AP = PB = BC. Hallar las 
coordenadas del punto С. 


BESO — C)C9;5) 
D) сло; 4) EC12;3) 


Sobre el segmento AB se ubica el punto 
medio M siendo A(3; З) y B7; 9). 
Hallar las coordenadas de un punto "P" 
situado en el je de abscisas, si el ángulo de 
inclinación de PM mide 37^. 


AGO BDE 
D) (2;0) 


team CALAPENSHKO. 


9. En que tipo de triángulo ABC: 
7), 802; 3) y CO; S) 


A) Isósceles 
B) Equilátero 
C) Rectángulo 
D) Rectángulo e Isósceles 
E) Escaleno 


10, Sean MC1; 2), NO +b;3) y AG; 1-b) 
son puntos en el plano. Si MN = MA, 
hallar las coordenadas del punto medio 


de NA. 
NGD DSD 004 
D) (5;1) E) (452) 


ff. Dado tres puntos colineales A, M y B tal 
que B(S; -7) y MC; -2). Hallar las 
coordenadas del punto A , tal que 


АМ = 3MB 
A) (11; 13) B)CI 13) 
© 01:43) 

D) 13:11) E) C13; 11) 


12. Enla figura ADEC es un paralelogramo y 
BE = 2EC. Hallar la suma de las 
coordenadas de "D" 


RS) y 


mn. 


[3 


L3 


т. 


Siendo АСЗ; -1) , ВС1; 5) у C(6; 4) los 
vértices de un triángulo ABC. Hallar el 
área de la región triangular ABD, sabiendo 
que “Р” se encuentra sobre AC, además 
3(AD) = 200). 


I 
D) 10,2 


B)6,6 088 


Е)12 


Hallar el área de la región cuadrangular 
cuyos vértices son: АСЗ; 1) , B(2; 5), 
CG; -1) y DEI; 3) 


A) 15u 
D) 27 u 


B) 20u" © 25w 


E) 30 u 


Tomando como centro el punto P(-5; 3) se 
dibuja una circunferencia que es tangente 
al eje de ordenadas en “A” e interseca al 
eje de abscisas en "B" y “С”. Halle el 


área dela región triangular ABC, 
A) 6u DIT [m 
D) 164% E) 24u? 


Si Aes el simétrico de P(3; 5) respecto al 
eje y además B es el simétrico de Q(-2; 3) 
respecto al origen, hallar el área de la 
región cuadrangular que se obtiene al unir 
dichos puntos, 


DET 
D) 35u 


B) 25u O 30u 


E) 40 u? 


Una circunferencia pasa por el punto 
(7; 4) y su centro se encuentra en (3; 2). 
Hallareláreadelaregión dela circunferencia. 


A) 10x 
D) 18242 


B)z — O6nw 


E) 202 4% 


team CALAPENSHKO 


f&. Siendo ABCD un cuadrado, hallar la suma 
de coordenadas de los puntos A y B. 


А)-12 
D)-21 


B)-15 0-18 


E) -24 


19... Indicar las coordenadas de un punto de 
trisección del segmento AB si АС2;3) у 
B(6; -3) 


20, Se tiene el paralelogramo ABCD donde; 
AGS; -2) , B(3; -2) y C(5; b). Hallar 
las coordénadas del punto D, sabiendo 
que tiene como área 56u y b > 0 


A) (2:0) B)(26) 
D) (6,2) 


© (6-2 
E) (2:6) 


21. Los puntos AC2; 3) , BC; 1) , C(3; a) con 
a positivos y D(b; c) son los vértices de un. 
cuadrado. Calcular: 

ar 


n 


2 
юз 


D) 


Apo wiu 
wo ola 


22. Hallar la longitud de la altura relativa al 


lado AB del triángulo ABC 
DATO: A(-2; 5) ; B2; -8) ; C(6; 3) 

A) 2u B) 4u © 6u 
D) 8u E) 10u 


23. Del gráfico mostrado, hallar las coordenadas 
de punto “P” 


B) (3;0) C) (25; 0) 


E) 0 


24, Hallar la longitud de la hipotenusa de 
un triángulo ABC (recto en B), si: B(5; 3) 
У su baricentro es G(7; 1) 
A248 Bavî 


D) 6ã 


GERE 
E) 842 


25. Determinar la suma de las coordenadas. 
del baricentro de un triángulo, si los 
puntos medios de los lados son: M(1; 1); 
NG; 3) y P(6; -4) 


A1 52 ©з 
0)4 Ds 


26. Hallar las coordenadas del punto В 
ACS31) Ay 


A) C10; 25) DI 
©) C40; 30) 
D) C20, 15) 


E) (24; 18) 


CAIDA EE AA 


los vénices de un triángulo son los 
puntos ACI; -1) , BÈI; 12) y СОП; 4). 
Hallar la longitud de la proyección del 
lado BC sobre AC. 


№6 B8 ою 
D) 12 514 
28. Si AC; 9), BC4; 6) y Cía; a + 2) son los 


vértices de un triángulo rectángulo en В. 
Hallar el valor de 


A) 16/7 
D) 11/5 


B) 16/5 O16 


E) 10/7 


29. Considerando al triángulo ABC cuyos 
vértices son: AC; 1) , B(1; 3) y C2; -3). 
Hallar la longitud de la bisectriz interior 
del ángulo A. 


25 awa 
la Saz 
» 209 p ia 


30. De la figura, hallar el área de la región 
triangular APB de tal manera que AP + PB 
sea mínima. 


дуб 
D) 12u 


DII 


O10 
E) 9u 


31. Sienel gráfico ОС = 3(OA), hallar el valor 
беху 


A-2 B)-3 o4 
0-5 0-6 


32. Si los puntos P(7; 3) y Q(S; 1) son los 
puntos medios de los lados BC y AC de un 
triángulo ABC; siendo el baricentro del 
triángulo el punto G(5; 3); determine las 
coordenadas del vértice*C”, 


лв: 
D)G;-1) 


Bo) OA 


E) (6;-1) 


33. Hallar las coordenadas de un punto M en el 
je X, cuya distancia hasta el punto N(2; -3) 
esiguala S. 


A)C2;0) 
D) 


850 040 
E) Hay dos respuestas. 


34 Haltar la longitud del segmento que une los 
puntos medios de las diagonales de un 
cuadrilátero ABCD, sabiendo que: A(-4; 3), 
BC3;4), C(4; 3) yDG5;-2). 


A)2u 
D)22u 


B) su са 


БЕП 


ANCUISEZmELU AE 


35. Considerando a los puntos en el plano 
cartesiano: М(-1; 2), N(1+b; 3) y 
AG; 1-b). Si MN = MA, hallar las 


coordenadas del punto medío de NA. 
AGD  BG-D  OQ-9 
D) (4-2) DSD 


36. Dos vértices de un triángulo ABC son 
AG; 1) y ВО; -3) siendo su área 3u?; el 
tercer vértice se encuentra sobre el eje Y. 
Hallar la longitud de la mediana relativa al 
lado AB, sabiendo que esla menor posible. 


A) 5 ву оу 
D) JIT E53 
AP? + рс 


3L Delgráfico;calcular: CELL 


p(-7:8) y 


B-9; 5) 


m1 52 © 
2 

DA E) 

38. Si dos vértices de un triángulo son A(-4; 6) 


y BG; -8), hallar el área de la región 
triangular sabiendo que las medianas se 


intersecan en el punto G(2; 6) 
A)8u?  B102u? — C)osu? 
D)118u? E)126u* 


39. Hallar el área de la región triangular 
sombreada AOB si: 3(AB) = 2(BC) 


Os6u* 
E)&2u? 


B)4,8u? 


A)32u* 
D)6,4u? 


40. Elladode un rombo es igual a 5/10 y dos 
de sus vértices opuestos son los puntos 
P(A; 9) y QC2; 1). Hallar el área de la 
región del rombo. 


A)120u? 
D) 1404? 


B)125u% — C)130u2 


E)1504% 


4. SIA; 9), B(-4; 6) y C(m; m + 2) son los 
vértices de un triángulo rectángulo en B. 
Hallarelvalorde“m". 


16 1$ $3 
477 um 6 

n 10 
D-i »-P 


42. Hallar las coordenadas del circuncentro de 
un triángulo ABC, sabiendo que las 
coordenadas de sus vértices son A(-3; 4), 
B4) y CQ; 

DUD 902 

E)Q:0) 


AAA Йытын ШОШЫП 


team Saa SKO 


43. Hallar el mínimo valor del área de la región 
triangular AOB, 


Na?+b* B)a?+b?+ab 
©)-2аь 
р)а?+ь?+1 E)a?+b?-ab 


^4. Considerando al triángulo ABC con 
AC; -2), 3-5; 3) y C(3; 2). Además 
siendo “О” el baricentro; hallar la tangente. 
delángulo BCG. 


13 n 12 
Di Di os 

13 12 
DES Eu 


45. Dados los puntos P(-5;2) YQ; 1, allarla. 
longitud de la proyección del segmento PO 
sobre una recta L de pendiente igual a 3. 


ЕП B)3u Cau 
D)Su EJ6u 


46, Considerandoal triángulo ABC соп: 
A(- 2; 5), В; — 8), C(6; 3). Determine la 
medida de la altura relativa al lado AB de 
dicho triángulo. 


96 97 
Әла "us “is 

99 100 
D) Fiss Pas 


47. Dado wn trapecio de vértices А(1; — 4), 
B(8-2, CC-4; 16) y D (C3; 2), sus 
diagonales se cortan en el punto P ¿Cuál es 
la razón entre las áreas de las regiones 


triangulares BPC y APC? 
Аз B9 ©з 
Ds 527 


48. iSonsecanteslasrectasr = x +y-2 = Oy 
s = x- 2y + 4 = 0 ?, en caso afirmativo, 


calcule el punto de corte. 

AS P(O; 0) B si, P0) 
CSi, P(0;2) 

D)No ESI P(0:1) 


49. Dados los puntos A(1; 3) y B(S; -1), hallar. 
las coordenadas del punto “P” sobre el eje x 
de tal manera que "AP — РВ? tenga el 
máximo valor. 


A) ;0) 
D) (7;0) 


B0  O(50 


E) (9:0) 


50. Considerando los puntos O(0; 0), AG; yy) 
y Вб; у). Calcule el área de la región 
triangular AOB. 


ISA 
в) 8= хауз 
9 з= куз xil 


D)s= I vil 


B S-Lxy,-xl 


La etapa de naciente formación en las Ciencias tal vez explique. 
la inclinación abarcadora de los científicos de la época. Los grandes 
matemáticos incursionan con frecuencia en el campo filosófico, se. 
esfuerzan por explicar los fenómenos en su totalidad, e intentan 
construir los instrumentos matemáticos requeridos para la 
formalización de los experimentos en el campo de la Mecánica. 


La geometría analítica cartesiana, el cálculo diferencial, el 
cálculo de las variaciones, у la teoría matemática de la probabilidad. 
constituyeron logros de las matemáticas que sirvieron en lo 
inmediato para apoyar el despegue de la Mecánica, yen el posterior 
desarrollo de la formalización matemática para describir las leyes de 
losobjetos que son abordados. 


La monumental obra de René Descartes (1596 - 1650) nos lega 
la creación de la Geometría Analítica. Descartes introduce la noción 
de plano cartesiano y combina el Álgebra y la Geometría de manera RENÉ DESCARTES. 
que a partir de sus trabajos los problemas geométricos podían resolverse algebraicamente y las 
ecuaciones algebraicas podían ilustrarse geométricamente. 


Aunque se conservan algunos apuntes de su juventud, su primera obra fue Reglas para la dirección. 
delespíriru creada en 1628 y publicada en 1701.(póstuma). Luego escribió La luz o Tratado del mundo y 
El hombre, que retiró de la imprenta al enterarse de la condena de la Inquisición a Galileo en 1639, y que 
más tarde se publicaron a instancias de Leibniz. En 1637 publicó el Discurso del método para dirigir bien 
la razón y hallar la verdad en las ciencias, seguido de tres ensayos cientificos: Dióptrica, La Geometría y 
Los meteoros. Con estas obras, escritas en francés, Descartes acaba por presentarse ante el mundo 
erudito, aunque inicialmente intentó conservar el anonimato. 


En 1641 publicó las Meditaciones metafísicas, acompañadas de un conjunto de Objeciones y 
respuestas que amplió y volvió a publicar en 1642. Hacia 1642 puede fecharse también un diálogo, La 
búsqueda dela verdad mediante la razón natural (póstumo). 


De Descartes también se conserva una copiosa correspondencia, que en gran parte canalizaba a 
través de su amigo Mersenne, así como algunos esbozos y opásculos que dejó inéditos. La edición de 
referencia de sus obras es la que prepararon Charles Adam y Paul Tannery a fines del siglo XIX e inicios 
del XX, y a la que los comentaristas usualmente se refieren como AT, por las iniciales de los apellidos de 


estos investigadores. 


A todo el püblico en general: 


El Proyecto Modo Scan+100 2.0, nace de una idea del 
Team Calapenshko, 

el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente, este libro 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analíticamente, así que te invito a leerlo. 


No pagues por este libro de circulación gratuita, 
büscalo en la red. 


Atentamente, el GRUPO CALAPENSHKO 


28 de agosto del 2020 


dle 


te 81 
team САГАРЕМЅНКО 


E — ЕУ 


La definición de Euclides de línea recta no es de mucha ayuda, pero tampoco lo son las definiciones. 
alternativas que hemos escuchado. Afortunadamente todos sabemos qué es una recta aunque no la 
podemos describir en términos de ideas más primitivas. Hay algo en lo que debemos estar de acuerdo: 
dados dos puntos (por ejemplo A y B), hay sólo una línea recta que pasa por los dos. Y al contrario de 
Euclides, se utilizará la palabra recta para decir línea recta. 


Una recta es un objeto geométrico. Al colocarla en el sistema coordenado, debe tener una ecuación 


de la misma manera que un cincunferencia la tiene. ¿Cómo encontrar la ecuación de una recta? Para 
responder a esta pregunta es necesaria la noción de lo que es una pendiente, el cual lo veremos más 


adelante, 


Es el lugar geométrico de los puntos, si tomamos dos puntos distintos cualesquiera, el valor de la 
pendiente calculada resulta siempre constante. 


Sea: 7, ^ 7; lasrectas, entonces los ángulos de inclinación miden 0, ^ 0, y son formados por las 
rectas yel eje x", medido en sentido antihorario. 


Observación: 
050, 5 180" 
050,5 180" 


135° СА 


«my =tan135° 
$ m=- 
ga Оа 


YEEEEZEEN EREK 
L. Si: 0 < @ < 90° entonces: m > 0 TL. Si: 90 < 0 < 180° entonces: m < 0 


ш. Si: 0 = 90° entonces la pendiente no existe 


También la pendiente se calcula como la 
diferencia de ordenadas entre la diferencia de 


1. ECUACIÓN DE LA RECTA 
Ecuación de la recta que pasa por un punto y tiene 
una pendiente. (punto = pendiente) 


Ejemplo (1): 


A: 2x+3y+5=0 D m--i 


Эз: 3х-4у+7. 


E 


У "алапат d 


Ejemplo (2): Hallar la ecuación de la recta ^ que pasa por el punto (2; 3) y cuya pendiente 
53/5. 

Resolución: P] 

$: y-3-fo-2 

=: Sy-15=3x-6 

X: 3x-5y+9=0 


1. RECTAS PARALELAS 
Dos rectas no verticales son paralelas si y sólo si tienen la misma pendiente. 


team 


TRIGONOMETRIA 


П. RECTAS PERPENDICULARES 


Dos rectas no verticales son perpendiculares 
si y sólo si sus pendientes son el reciproco 


negativouna dela otra. 


si: A La 


> Essl : 


ш. ÁNGULO ENTRE DOS RECTAS Como: F:Ax+By+C=0 
Aa A 
NDA 


ç Trazamos una recta paralela а 7que pasa 
por P. 
Como 4 // 

> n: Ax By e C0 
Como P ela: 

— Ax, +By,+C'=0 

= C'=-AX, - By, E 
Ahora ballemos los intersectos de 7 y 5 
conelejexey. 


Se observa que: 
аю = w 


>a=w-0 


E tl 
— шаа an) ANCUS бу х=о-у=-с/в 
uis y-0-»x--C/A 

mi = tana Ama салм 
u :Ax+By+C'=0 

Reemplazando en (1): 

>y=-0/8 
„тст EE 
mee cmi y-0-»x--C/A 


AAA 


Usando esto: 


PET 1 
Mo Pei er 
SN aar Cer Cera 


Hr 1 
CEIM TS 
c g 
E E 
Ves Va 
Ahora: d=OJ-OK 
c-c 
Mero 
Reemplazando (1) en (2): 


Rp 
Dependiendo de la ubicación de P respecto 
а # la expresión Ax, + By, + C puede ser 
negativa o positiva y debido а que la dis— 
tancia(d) es positiva, en general: 


de Po * B, +: 
E 


* €, 7 0 y por el teorema IV: 
(Ах, + By, +C| 
sz (A? +B? 
VI. ECUACIÓN DE LA RECTA BISECTRIZ 


Las bisectrices de los ángulos suplemen- 
tarios formados por las rectas que se 


Ў TRIGONOMETRIA 
EJERCICIOS DE APLICACIÓN, 
 Graficar las rectas en cada plano cartesiano. * 


t asam Rs 
У 
з а: = Siconocemos a pendiente y un punto de paso, 
determinar la ecuación de la recta. 
1 
9 Si:mez A P, (3; 2) 
ed J m-t ^ n2) 
46 si: m=-3 ^ P, (12) 
5 Zix-y=0 
» z: 
fl Sizm=2 ^ P,(0;3) 
== ата 
7 
Si cada par ordenado pertenece a cada recta, 
ATE en en encontrar la abscisa o la ordenada según sen 
el » 
& ч caso. 
12 Sk Р(-3;у) є Z: «+ 4y +5 =0 
z 
[Esa] 
z та Si: QUI) e 2: dx- 7y + 28 = 0 
d 


y= 


i: Мх; — 2) € v: Sx + 24y = 45 


team CALAPENSHKO. 


Resolución: “Todo punto que pertenece a la recta tendrá que cumplir con su ecuación luego. 
como A(b + 1;2) pertenece ala recta: 


х | зх+зу=13 
-—Rtemphzando: ЗЪ+1) +202) =13 
f 


team CALAPENSHKO 
PONDO EDITORIA RODO 


Hallamos la pendiente de la recta: 


Luego la ecuación de la recta: 


ya = m ҳо) 


Sabemos que (xo; yo) es un punto conocido de la recta "(2;1) 


-C30x-2) 


Reemplazando; 2:у 


#:3к+»у-7. 


PROBLEMAS Seanlasrectas: 7, :4x+ 2y -3=0 
Ly :x+3y=520 
Calcular la medida del ángulo formado por dichas rectas. 


Resolución: — Como СЕТТЕ 
5-0 m, 
Sabemos : хапе = | MM: 
1 
ca-(- 
ا‎ 
me) 
Iren 
5 
tan8 =| | 
3 
anê=|-1| -1 


Luego el valor del ángulo que forman las rectas -/, y 7a 
35° 


mZ6-45* 6 mea: 


Resolución: 21 kx k-Dy-18-0 


mes) 
dy :4х+3у+7=0 


Resolución: A xe Dy +30 


at) 


Ж, :3x-2y-11=0 
-.(2).2 

EE 

Como 2; es perpendicular а la recta 2 


„=з (ане 


4 ke2 


ADA E iL 


Resolución: 0 Hallamosel punto de intersección delas 7, ^ “Z s simplemente hay que 
resolverlas dos ecuaciones: 

Жүк +ж1бу+2=0 ..... 

3x + 4y-5=0 


Sea la recta -/ cuya ecuación nos piden: 
m. 6D 
23 
m--i 
Luego su ecuación: 2: (y- D=- 
sy HD nx D 


x P4r+Sy+1=0 


oxusuedejeo/ui0219]]1 


DS arena YT PNE 


Resolución: Рага calcular la longitud de un punto a la recta usaremos: 
MESE 
+ Qao: 2) 
a 20994 2-7| #:2х+у-7=0 


as 
4-1 (raconalizando) 


^ deals 


+ Parahallarel punto deintersección delasrectas 7; y 4 simplemente hay 
que resolver las dos ecuaciones: 


x=4 a x-4 
x+y=10 Y y=6 


© Luegoeláreadela región triangular formado por А, 74 yeleje's'es*S" 
s. 6:6 
2 


^ 5=18 12 


ааа 610 a тео Д 
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28 de agosto del 2020 


dle 


team CAI ISHKO. 


Resolución: — Trazamos la altura АМ y BN luego los triángulos rectángulos AMO y BNO son 
congruentes, entonces B(-3;2) <F 


En busca de la ecuación de la recta я, 


team CALAPENSHKO. 
Para hallar las coordenadas de “Р” se igualan las dos ecuaciones 7, л “Za (se 
desarrollan las dos ecuaciones) 


=25 л y=-lx+ 
yeg* ^ у=-ух+4 


ESSE 
Igualando: s* ri 4 
1-2 s y. 


9 45 


Luego el área de la región triangular determinada рог Уу; 73 у Уу 


4x1 


$ m, =m; =tan45* 
m=m,=1 


++ Ecuación de las rectas Ly ^ Ly 
2A: 70) 16442) ^. 74 :(y-0)- 1-442) 


> ::ж-у+4{1-0 ^ &:x-y-42=0 


AAA G AA твата 


IGONOMETRÍA 


Sea ^m" la pendiente de la recta 7, además es m = 3 


x  Pina)mease hallamos la ecuación de la recta 9, 
A :9-9--16-» 
зу-12=-х+з 


5 Qix+3y-15=0 


Resolución: Sea la recta: — У:х+2у+9=0 > m, 


с recie nS que pe pex O ER. 


AY  — p 


AAN PITICA I2 e 


z ЕТА 


A 
MORTALI eem 


La pendiente m, = m, por ser rectas paralelas: 
9 m=} 


Luego: 5 :-9--1o6-2 
2 :2y-6=-x-2 


A03) 


+ Trazamos la diagtonal BD entonces AE = 2k ^ ЕР = 3k guardan la misma 
relación delas áreas 


cou ыал А 


team CALAPENSHKO 


TRIGONOMETRÍA 


= Gb) + ak 


Entonces: Е(5;5) 


°> En busca dela ecuación de la recta: 


Resolución: e Larecta, Z:2x+3y=12 
y E 
0|4 =G 
 6|0 = (6;0) 
Setabula para hallar los puntos de intersección con оз ejes coordenados. 


+ M'es punto medio de FG. 
M= (3;2) 


Dato: S 
tanp== (Ángulo de inclinación de la recta 7, mide р) 


Sea a el valor del ángulo de inclinación de la recta 5 
m. -tana 


3 
22272 


team CALAPENSHKO. 


Del gráfico: 


OP-25 = mZOAP-S3" (aproximado) 


'Trazamos la altura NH y hallamos los lados del triángulo rectángulo OHN y 


AHN luego: 


(у-уу) = хх.) 
13, 
6-25) 15-0) 


<:13x+16y-400=0 


Resolución: 


fem 216-9 - z D e taconaizanto) 


رھگ وی 


> (6+ )x-11y + 65-3) =0 


ans 618 EOL SSN a 


Calculando la distancia: 
AB=10 


Como la mZAPB = 90" entonces por A y B pasa una circunferencia de centro “С”. 
Luego trazamos una recta tangente a la circunferencia paralela al eje “x” en “P” 
para que su ordenada sea la mayor posible. 

бым. = 12) 
Лаз coordenadas de P(S; 12) 


Hallamosla pendiente de a recta" L"que pasa por Ay P 


team CALAPENSHKO. 


Rosca 0 mod л mos 0 m =Š 


А 
E 
Hallamos la medida del ángulo “a”. ma 
32 EH 
Reemplazando: LIE 
MS 2 
i 


[I 


sal три 
Además: 0a =x =0 =7 - 


Resolución: Роге punto medio, hallamos las coordenadas de “M” 
M= (3:5) 


po area ir d 


Hallemos la pendiente de 23: m =3 =5 т; = — (Por rectas perpendiculares). 


Determinar las rectas: 73: x + 3y— 10 = 0] Resolviendo las ecuaciones 
encontramos el punto "T" 


Con los puntos "T" y C" logramos la pendiente de 7j: M, =}; y finalmente 
determinamos la ecuación: 


Эү:їїх-7у-6=0 


Resolución: De las rectas dadas hallamos sus pendientes y el punto de intersección. 
Aix ay+s=0 > mol 


haya 7mo > moi 


À También: АП 72-5 el punto de intersección es P" 
Resolviendo: P (1,2) 
Ahora graficando las rectas. 


Luego: 7 :y-2= («+0 


Rayo reflejado: 2. L=29x-2y+33 


Se cumple que: 


bee] br 
ll T E 
¿ NEN 


р-ну) 


=i) 7x-y+7=S(x-y+1) Resolviendo: 2x+4y+2=0 
#}7х-у+7=-5(х-у+1) Resolviendo: 12х-бу+12=0 


También: Реа sr bis 
A:xrayrtmo j 


PA 623 салы i 


MATEMATICA Ш! 


Hallarel valor de: a+b 


2 z E 
A) 7 в) 12 C) 12 
24 E 
ыа nt 
Setienenla ecuación deli recu: 


vi4k-Sy 63-0 
y el punto P(- 6; 4). Halle el valor de la 
proyección de P sobre 7. 


А)(2;-1) 
D) C2;-1) 


B-D Oca 


DAD 


Una recta interseca a los ejes positivos deun 


modo que forma con ellos un triángulo, si el 
área de su región triangular es 12 y la recta 
pasa por el punto (6; -8); entonces la 


ecuación de la recta es: 

A) y=-2x+12 B) y =-8x+24 
©у=-фх+в 

D) y=8x+24 юу=$к+В 


f. La recta del gráfico adjunto está mejor 5 
representada por la ecuación: 
Y 
x 
A у=х+1 & 
В) y=0,1x+4 
©) y=01x-1 
D) 
E) y=-0,1x+1 
2 Los vértices de un triángulo son los puntos 
AC; 3), В = (2; 8), C = (6; -2). Hallar la 
ecuación de la recta que contiene a la — 7. 
mediana BM: 
A) 3x+5y+12=0 
В) 19x-7y-18=0 
©) x+y-4=0 
D) 15x+11y-58=0 
E) 2x-2y+83=0 
A Hallar la ecuación de la mediatriz del 
segmento, que los ejes coordenados 
determinan en la recta Sx + 3y-15 = 0 
A) 3x-5y-8=0 . 


B) 3x+Sy-8=0 
©) 3x-5y+8=0 
D) 2x-4x-5 =0 
E) 6x-3y-5=0 + 


4 Setienenlospuntos P(2;3) yQ(-1;0). 
Halle la ecuación de la recta que pasa por el 
punto Qy que es perpendicularal segmento 
PO. 


A)y-2x+1 
D)ys-2x-1 


By-x*2 © 
y= 


Determine el valor de a para que las rectas 
24+ (a-S)y =a y Z2:9x-ay=-8 
sean paralelas y perpendiculares. 


№ eyox[ss- 2) 
B) Q3y1;Gy-15) 
o [secas o, 
» (eys 


a ھر(‎ 


Ё а C roc rm BILL 


1. 


"n 


m. 


n. 


Seanlasrectas: 
3+ Sy-11 =0; ©:6х + 10y-5=0 
entonces la distancia entre ellas es: 


» 1 
Pia a 


15 17 
= 2434 5 2/34 


Determinar el valor de "B" para que las tres 
rectas sean concurrentes: 
21:8х+ Ву-1=0 
Эи3х+2у-3=0 
ix-Sy + 16=0 


n 
D 
INA 


DE o2 


91 


vértice В está sobre la recta: 
Zix+2y+7=0 
entonces las coordenadas del vértice Bison: 


NERD 
D)(-1;-3) 


»c 


Hallar la ecuación cartesiana de la recta que 
pasa por (3; 2) y dista del punto (5; 6), 2 
unidades. 


A) 3x+4y-1=0 
B) 3х-4у-1=0 
C) 2х-3у-1=0 
D) 2x+3y-1=0 
E) 3х-2у-1=0 


Hallar la ecuación de la recta bisectriz del 
ángulo determinado por los rayos que 
tienen su origen en (0; 0) y pasan por (2; 6) 


y (9:3) respectivamente. 
1 
Ayex — By- Oy-2x 
H “ 
D)y=3x E) y=3x 


TRIGONOMETRÍA 


14. Hallar la medida del ángulo agudo 
determinado por las rectas de pendientes 


k-1 
ا‎ 
кво" mus сузо 
Das 575 


15. Según la figura R=9 y r = 4, Hallar la 
pendiente de la recta que contiene a los 
puntos*L" y O. 


M 


3 7 
0-5 8-15 
mi 

12 


16. Hallar el área de la región trapecial limitado 
porla recta: 
3ee2y 470 
elejex, ylasrectas x= 1 ухе 5. 
psu C)26u* 
вузи 


Am 
D)30u* 


47. Calcular la suma de los valores de k para 


quelarecta: 
k.x+ (+ Dy+3=0 
sea perpendicular a la recta: 
3x-2y-11=0 
1 2 
Na эт oí 
01 22 


18. 


1. 


Setiene la recta 7j : x + 2y = 16 yla recta 
“a que es perpendicular a Z e intersecta 
al ejex en el punto A(1; 0). Halle el área de 
laregión triangular ABC (en u) donde: 
B= AN sy (C) = ANEjex: 


A)40 
D)47 


B)45 46 


E50 


Halle las ecuaciones de las rectas que son 
paralelas ala recta 7: 3x-4y-10 = Oy que 


están separadasen 5 unidades, 

А) зх-4у+35=0 В) Зх+ду+35=0 
2x-4y-15=0 3х-4у-15=0 
C)3x-4y 350 

Зх+4у-15=0 


D)3x+4y+35=0 E) 3x-4y+15=0 
Sx*4y-15-0 3х-4у-35=0 


Si: P7; 9), Q(-5; -7) y R = (12; -3) son. 
vértices de un triángulo. Halle la ecuación 
de la ceviana trazada desde Q que interseca 
a la mediatriz de PQ en un punto de PR si: 
Ax + By = C es la ecuación de la recta, 
entonces (A + B) es: 


А230 
0)236 


В)237 0238 


E)235 


La base mayor de un trapecio isósceles une 
lospuntosA = (-2; 8) yB = (-2;-4) uno de 
los extremos de la base menor tiene por 
coordenadas C = (3; -2). Si D = (x; y) esel 
otro vértice del trapecio. Halle la ecuación 
de una recta perpendicular a BD y que pasa 
porel punto medio de CD. 


A) 2y+x-7=0 
В) x+2y+7=0 
С) x-2y-7-0 
D) x+2y-1 

E) x-2y+7=0 


z 


am 


Dadas las rectas: 
Aid +3 4-0 узу:4у+3х-6=0 
Hallar un punto de -/, que diste 2 unidades 


Halle la ecuación de una recta que interseca 
al eje positivo de las x un segmento de 
longitud igual а 7, que pase además por el 
punto de abscisa x = 4, perteneciente a la 
recta 5x + 3y = 30. 


А) 10x-9y+70=0 
B) 9x+10y-70=0 
C) 10x+9y-70=0 
D) 9x-10y4 70-0 
E) x*9y-17-0 


Dadas as rectas: 
Aida- y 30 
3:4 k-2"y-5 =0 

Hallar el valor de “n” para que 7, y 2 


sean paralelas, además determinar su 
pendiente (m). 


lime -L mal 
Na=m Bn gm; 
аа-а 
m 


Sea el paralelogramo ABCD, А = (-3; 5), 
В = (1; 7) y el punto de intersección de sus 
diagonales es M(1; 1). £A qué distancia está 
“D'de AC? 


юз 
D 4/2 


B)22 O32 


E) 5/2 


A 


26. 


п. 


Los vértices de un triángulo son АСЗ; 4), 
B(2; 4) y СО; -8). Hallar la ecuación de la 
recta que pasa por el incentro y 


 circuncentro del triángulo, 
Ayy=8x+2 Ву=4х+2 
Cy=-4x+2 

D)y=-8x+2 Еу=-2х+1 


Segün el gráfico: АО = 8/2 у AB = 10. 
Hallar la ecuación de la línea recta que 
contiene al punto medio de AO yelpunto 
в. 


A) 4х-5у+3=0 
В) 4х-5у+2=0 
©) 3х-бу+3=0 
D) Sx-4y+2=0 
E) 5х-бу+4=0 


Se tiene un triángulo ABO donde О(0; 0); 
A(S; 12) y B(14; 0). Hallar la distancia de 
"B" hacia la Al siendo “T” el incentro del 
AABO. 


№1246 ошу 
DERGI DHE 


0 


= TRIGONOMETRI 


Determinar sies verdadero (V) o falso (F): 

1. Si dos rectas son paralelas, tienen el 
mismo ángulo de inclinación. 

п. Si dos rectas son perpendiculares, el 
producto de sus pendientes es-1. 

TH. Las rectas verticales no tienen 
pendiente, 


AVEF 
DFW 


B)FFF owr 


EVE 


La pendiente de una recta es igual a ctg40'y 
pasa por FC3; 0). Hallar la ecuación de la 
Tecta que pasa por F y forma con la recta 
anterior un ángulo que mide 10", (Dar una 
solución) 


A) 3х-УЗзу+9=0 
В) у=узх-3/3 
€) y-v3x-3=0 
D) Váx+3y-9=0 
E) у+х-3=0 


Determinar los valores de k y kj para 
quelas dos ecuaciones: kix- 7y + 18 = 0; 
8x - kay + 9k, = 0; representen la misma 
recta. Calcular: |k,| + 11 


A8 B14 ©16 
D)20 E)24 
Dadaslasrectas: 


2: х-у+2=0 
as x+3y-10-0 

Hallar la ecuación de la recta *-/ " si dicha 

recta determina un segmento AB 

comprendido entre 7 y / >, cuyo punto 

medio sea P(6; 4) 


A) У:3к+у-22 
в) 
© 
D) 
E 


34. Según el gráfico los radios miden 3 u y 1 u- 
Hallar la ecuación de la recta que pasa por 
el punto medio del segmento que une los 
centro y por L(L; P; Q; H y T son puntos de 
tangencia) 


А) 2y ex «6/3 =0 
B) 2y+ /3x-6/3=0 
©) 2x+ Sy - 6-0 
D) 2x+ Sy «6/2 «0 
E) 2x+ Jy +43 =0 


35. Según el gráfico r = 2y mDB = 30°, Hallar 
la ecuación de la línea recta que contiene el 
punto medio de AO y sea perpendicular a 
DÀ. 


A) V3x-2y+2=0 
B) УЗзх-у+2=0 
[n 
D) УЗх-у+3=0 
E Aye 


VIATEPIATICA II 
Sean los puntos A(0; 3), B(8; -1)у C(6; 7) 
los vértices del triángulo ABC, se trazan las 
alturas BH y CM. Hallar la ecuación de la 
recta que pasa por Hy M. 


A) 33x-4y-100=0 
B) 20у+5х+44=0 
С) 20y+5x-44=0 
D) 5х-20у+41=0 
E) 20x+5y-71=0 


SEME es mediatriz de AB; hallar el área de 
laregiónsombreada. 


» B(6; 11) 


AC2; 3) 


Aut mau Qa 
D)6v* юв 
Sean: 


Уи: a,x + by + ej =0 
y ak + by + e =0 
Las ecuaciones de dos rectas. Determinan la 
verdad de las proposiciones siguientes: 
L Si 1 entonces: 
а; + bib; 0 
Ш. Si // Z entonces: 
б-а =0 
se intersecta con 74, entonces 
= 


Аууу B)VFF Оруу 
DWF DYW 


EN 


ГА 


Según el gráfico, hallar la ecuación de la 
recta 2/, sabiendo que PQ = QR. ОО = 23 
m y el área de la región triangular PQR es 
iguala4/3m"y PR = 4m. 


А) у+ху3-3=0 
B) y+x/3+3=0 
С) у+хуз-3/3=0 
D) у+ху3+2/3=0 
E) y+x/3-6/3=0 


Según la figura ABCD y DEFG son 
cuadrados A(-2; 0), 2(BC) = 3(EF), PD = 
2. Hallarla ecuación dela recta 7. 


Aax-y+15=0 
©зх-2у+12=0 
0)2х-у+7=0 


В)зх-у+15=0 
E)3x-y-15=0 


Hallar la pendiente de la recta que contiene 
el punto A(9;6) e interseca a las rectas 
2x-3y £670; y-4=0 enlos puntos By 
C respectivamente S(AB) = 2(BC). 


A4 
D)5/3 


B)3/4 9-4/3 


Е)-2/3 


42. Según la figura, hallar la ecuación de la 


A 
в) 
© 
D) 
B 


Desde el punto P(-2; 3) se ha dirigido hacia 
el eje OX un rayo de luz con una inclinación 
de un ángulo que mide a, donde tana = 3. 
El rayose ha reflejado del eje ОХ. Encuentre 
la ecuación de la recta en la que está el rayo 
reflejado. 


A)Y=-3X+9 BY-3X49 
OY=3x-9 
D)Y--3X-9 EYe3X43 


Según el gráfico ABCD y PDQR son 
cuadrados. Hallar la ecuación de la recta 1. 
sabiendo que las regiones triangulares OAB 
y BCP son equivalentes, 


45. 


40. 


Según la figura, hallar la ecuación de si 
зе sabe que "C" es el centro del romboide 
OFED y OBCD esun cuadrado. 


“ 


A) x-2y+4=0 B) x-2y+2= 
©) х-зу+2=0 
D) 2x-3y-2=0 E) x-4y-2=0 


4. 
Según el gráfico, hallar la ecuación de la 

recta 7 la cual contiene al punto medio de 

ОМ (BM = MC) yOA = ЗАР = 12. 

(ABCD: cuadrado) 


MATEMÁTICA II 


Según el gráfico, hallar la ecuación general 
de 27 зїОН = 4 (Tes punto de tangencia) 


Aax-y-443 B)/3x-y =442 
C x y=4/3 
D)/ix«ye4 2. E)/3x+4y= J 


Según el gráfico, el punto "G" es baricentro 
де la región triangular equilátera ОАВ, tal 
que OB = 6, AMNG es un romboide y 
m2AMN = 45*. Hallar la ecuación de la 
тела que contienea "My "GT 


AJax+5y = 24, — B)Sx+2y=24 
C)2x - Sy = 24 
D)5x-2y «24... E)Sy -2x =24 


Según el gráfico, hallar la ecuación de la 
recta 7 „ si OC = 4 y las regiones OPC y 


s0. 
OABC son equivalentes. (OP = PC = OC) 


AW3x-2y 2643 B)V3x+2y =6/3 
C)2x- зу - 45 
D)2x-JSy «643. E)2x «Sy =6/3 


AAA Ds 3y «9348. 
B)QNS - 3) + 3y 94 343. 
C) G« Dx + 3y - 9-348 
0)(3+2/3)х - Sy = 9343 
E)(3+2/3)x -3y = 9-3 


Según la figura, hallar la ecuación de 27 si 
BC = 46 (8 T y Qson puntos de tangencia) 


Ady=V3x=24 В)Зу+х=24 
©зу-Узх=2% 
DIy-V3=24  Езу+уйх-24 


team CALAPENSHKO 


EL PROBLEMA DE LA DUPLICACIÓN DEL CUBO 


La duplicación del cubo consiste en hallar el lado. 
де un cubo que tenga volumen doble que otro cubo de 
ladodado. 

Es decir, dado un cubo de arista a y volumen V 
hallar la arista de un cubo de volumen 2v 


La tradición cuenta que una epidemia de peste 
arrasó Atenas hacía el 428 a.C.. Para acabar con ella se- 
envió un mensajero al oráculo de Apolo en Delos. 
oráculo indicó que para acabar con la epidemia sería 
necesario duplicarel volumen del altar cúbico de Apolo. 
Los atenienses duplicaron las dimensiones del altar. 
pero evidentemente no зе duplicó el volumen. iNi que 
decir tiene que la epidemia no desapareció! Entre los 


geómetras mas famosos que intentaron resolverlo ORÁCULO DE APOLO 
resaltan: DELFOS GRECIA 
HIPÓCRATESDE CHOS 


Demostró que el problema puede reducirse a encontrar dos medias proporcionales entre la arista 
dada yel doble dela misma. Con la notación actual resulta: x =ay; y'e2ax 

Si consideramos a = unidad podemos obtener el valor de la arista del cubo buscado mediante la 
intersección delas parábolas ¥ = уеу? = 2x 


MENECMO 

En el siglo IV a.C ya había hallado la solución mediante la intersección (con el lenguaje actual) de 
una parábola y una hipérbola (y = 2/x) al considerar los miembros primero y tercero de la proporción 
según a :x = y : 2a primero y segundo a : x = x: y que para a = unidad son la parábola e hipérbola de la 
gráfica. 


team CALAPENSHKO 


Las secciones cónicas, son aquellas que se generan por la intersección de una superficie cónica de 
revolución y un plano secante que no contiene el vértice de la cónica. Si el plano secante es 
perpendicular al eje OV se genera la circunferencia y si fuera paralela a la generatriz OE se genera la 
parábola, 


DEFINICIÓN: 
Una circunferencia es el lugar geométrico de todos los puntos del plano que equidistan de un punto 
fijo. Al punto fijo se le llama centro (C) ya la distancia constante se le llama radio (r) 


Sea P(x, y) un punto del plano cartesiano cuya distancia a un punto fijo C(h, k) es "r". Luego la 
ecuación de la circunferencia es: 


TU 


y 


Ejemplos: Еп cada caso hallar el centro y radio de la circunferencia, 
а) AY = 25 


з 


5 G7 6-9 
9 «(43-8 


Resolución: Centro: C(h; k); radio: r 
а) G-2!*(-3) 


= CE: r= 5 


=: I TRIGONOMETRIA 


b) G-CDP«G-4P-W3* = CC: nr = J 
9 ARAN = C0; Ar =2 
Se deja al lector la grafica de las circunferencias anteriores 


team CALAPENSHKO. 


Si hacemos que el punto fijo C(h; k) se traslade al origen (0; 0); 


tenemos la ecuación canónica 


Ejemplo: — En cada caso, hallar el radio "r^ 
a) »*«y-4er-2 


Ы ауле کلک د‎ 


оуЧѕиәаејеоушоочәціму 


Q # жу? = 1 r 1... circunferencia trigonométrica 


De la ecuación ordinaria de la circunferencia tenemos: 7: (x= 0? + (y — K)? = r? 
Desarrollando y ordenando tenemos: #:х2 + y?-2hx-2ky + h? + kè- r? = 0 
Haciendo: -2h = D; 2k E; + R= F 


Luego: 
(Ecuación general de la circunferencia) 
Ejemplo 1: Hallar la ecuación general de la circunferencia de: 
centro: C(3; 4) ^ radio : r = S 
Resolución: Usando la ecuación ordinaria tenemos: 
h=3;k=4r=5 
Sg -3+ (у-4)9 = 5® 
2-6» + 9 + ر‎ - 8y + 16 = 25 
L9 y rey =0 


AAA) AAA 


AAA AAA 


Ejemplo 2: En cada caso, hallar las coordenadas del centro y radio de la circunferencia. 
а) э+у-2х+бу-3=0 
D Xeyea-s-o 
Resolución: Ordenado y completando cuadrados tenemos: 
а) P-2x+1+y%+6y+9-3=10 2(-D% (у + 3)2= 13 
Dando forma: (х-1)2+ (у + 3)2= VI. 5h = 1;k=-3; r= ЛЗ 
centro: C(1; -3) ; radio: r = V13 


b хї+4х+4+у?-5=4 و سر + 2+« د‎ 
Dando forma: (х - (-2) 2+ (y-0)3= 33 —h--2;k-0;r-3 
^ cento: C(-2; 0) , radio: r = 3 


22 
PO. Yol 
b» < la ecuación de la recta tangente en P a la 
circunferencia es: 
LG + (к-һ)бу-Һ) = Ë: 
DEMOSTRACIÓN: 
cz 
PO o) ғ 
« -h 
mech 


Ahora, como P e Z^ y conocemos m y. 
iy-Yo-meG-x) 


> (Y -Yoyo -k)+ (xg К-х) = 0 


TRIGONOMETRIA 


(yk + Kyo) K+ (xg-h)(x-h+h-x9)=0 
> (y (0 - k) - (yg К)? + (x - b) — h) - (x; - h) = 0 
— (y-k)(yo -K+ (x - h)(xo =h) = (уо K)*+ (x, =h)? 


Debido a que Pez: (x-h)' +(y-k) = > 

— (о BP A 
Reemplazando obtenemos: 

2 GO-GO =+, == 


DEFINICIÓN Е 

Esel lugar geométrico de un punto P(x; y) del plano R2, que se mueve de tal manera que equidista 
deuna recta fija + (llamada directriz) situada en el plano y de un punto fijo F (llamado foco) del plano. 
Ry que no pertenece ala recta ⁄ Es decir: 


ELEMENTOS DE LA PARÁBOLA. 

+ Foco "P" — Eselpuntofijodelaparábola. 

+ Vértice "V" Es el punto medio del segmento que une la directriz yel foco. 

+ Ejefocal 9 Esla recta perpendicular ala directriz 7. 

° Cuerda focal MN Es cl segmento que une dos puntos dela parábola y que pasa porel foco. 

+ Radio vector EF Eselsegmento que une un punto dela parábola Ey el foco 

+ Ladorecto LR Eslacuerdafocal perpendicular aleje focal. 

° Excentricidad e Esla razón constante entre la distancia de un punto al foco y la distancia de dicho 
punto ala directriz. 


ATA 


MATEMÁTICA 11 


L EJE FOCAL PARALELO AL EJE “x” 


А) FORMA CANÓNICA V(0; 0) 
* Si p>0,la parábola se abre hacia * Si p <o, la parábola se abre hacia 
derecha. laizquierda 


la 
y Y 
v| (р; 0) F(p; 0) v 
E = 


Suselementosson: e VérticeV(0;0) =  LadorectoCM = |4p| 


* FecoF(p;0) + Ecuación de ladirectriz: x = - p. 


В) FORMA ORDINARIA V(h; К) 


* Si p» 0, la parábola se abre hacia ` Si p« o, la parábola se abre hacia 
laderecha. la izquierda 
YAA y 


Vértice Vh; K) 
FocoF(h +p; k) 
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A) FORMA CANÓNICA 
* si p» 0, la parábola se abre hacia 
arriba. 


Suselementosson: e — VérticeV(0;0) 
> FocoF(0;p) 


B) FORMA ORDINARIA 
* sí p» 0, la parábola se abre hacia * SÎ p<0,laparábola se abre hacia 
arriba, 


Suselementosson: + — Vértice VO k) 
+  FocoR(hik +p) 


team CALAPENSHKO. 


Ш. ECUACIÓN GENERAL DE LA PARÁBOLA 


La ecuación de segundo grado en las variables x e y que carezca del término xy se puede 
expresaren la forma: 


La ecuación representa a una parábola si cumple las siguientes condiciones: 


А) Si el eje de la parábola es paralelo ó coincidente al eje x si solo si A=0; B #0; C»0. 
Entonces la ecuación se puede expresar en la forma. 


B) Si el eje de la parábola es paralelo б coincidente al eje y si solo si А #0; B = 0; D*0, 
Entonces la ecuación se puede expresar en la forma. 


Ejemplo: — Graficar: 
а) y'-8 
b) X-2zx-Aye520 


Resolución: a) ye 8k yea (Dx 
Comparandocon: у? =4px 
Tenemos: p-2 
Foco: FQ:0) 
Directriz: x--2 


b) Completando cuadrados tenemos; 


G-0*-46-1 
Comparandocon: (х-)? = 4p(y-k) 
Tenemos: - =1 
Foco: 
Directriz: 


рта 
Sea P: 4ру = X° 
La recta tangente a # en el punto Ps (x y) tiene pendiente 3è y por ecuación: 2р(у у) = эх, 
DEMOSTRACIÓN: 
PA 

Bye: 4pyo =x 
Be: py, = x 
Restando las dos últimas igualdades: 

Ap: - Yo) = (xı - x9) +x) 


تخت حاب 
MX — 4p‏ 
Además: m,-Xi-Yo‏ 
БЕЛ‏ 
De (1):‏ 


festen с хучу 


> m. 
"°з 
Hallando la ecuación de la recta tangente: 
Y-yo = m, - xy) 


rein 


PY - yo) = xo x - xà (2 


Pero Py e 2: 4pyo-xP 23) 


Reemplazando (3) en (2): 
2p(¥ - yo) - xo x - Py, 


2+ yo) = xo x 


Lm cr IAEA 


Sea la parábola Y 


DEMOSTRACIÓN: 


Haciendo que Y y coincida con el eje Y, y el vértice en el origen de coordenadas. 
Es decir: 


Como T e # — py = э o 0) 
Xo 


De (3) y (4): Igualando: 
YY wu 
mcus PAE 


y como VH = ху, se deduce que M es punto medio de VH [memi 8) 


Ahora: Bs.THM ane j= Re 
ES SM LL aS 
Igualando: VS=Y0 
= FESSES VS e Pe y, 
эуе» = FV =d(V,Lg) =P 
+) VHKL es un rectángulo: 
HK=VL=P 
"aw |" = FT = d(T, Ly) e yo + HK 
> FI=yo+P 
Ahora: En el A FTS; se tiene: 
FT=FS=yg +P 
= ZEST-ZFIS-a y Z, //y 


2 =a 


О+(у +27210 


2, Determine la ecuación de la circunferencia. 
^ y 
-P 
B) y 
5:9 wr 
x 


5 
[6-5 


[00] 
у= 12 
00:0] 
(2:1) 
(USD 
ETS 


^ 


в) 


£ Determine la ecuación de la parábola 


ü 


Е) 
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El radio de la Ces PC = r como! agen tonos, calcularemos la distancia de 
EA EA. тоа una recta). 


5-10-10 E 
тилу LUE 

rak 

La ecuación ordinaria de la es: 
= l -5+ (y +1) (2/27 
Desarrollando: . х? + у*—10х + 2y + 18 = O 


El centro C(h; К) pertenece a la recta : 
7:3x-y-2=0 3h-k-2 
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Además el radio г = АС. 
AC-X-3* кай — (2) 
PS — 0) 

De (2) y (3) Маз «6-3 = Jaen? +(K-3F 

Elevando al cuadrado y reduciendo obtenemos: 

K= 2h == 

De (1)у(4) h=2Ak=4 

En (2) r= 2-3? e io 

Por lo tanto la ecuación de la circunferencia es: 
G-2** 9-9 = 10 


De: + ye -6y +5 =0 
Completando cuadrados tenemos: 

(х4): + (73 = 20...) 
Entonces (*) nos representa una circunferencia de centro: 

centro: C(4; 3) 

radio: r = 420 
Notar que el punto P(6; 7) pertenece a la # pues cumple la ecuación (*) 
Hallamos la pendiente de РС 

— =a 
Como PC 1 2: т. m = -1 donde " m" es la pendiente de ^ 


Я = 
Asi: m--y 


Finalmente hallamos la ecuación de 7 


AAA I pamm A 


TRIGONOMETI 


Luego: Мак 4 -12-h 

Elevando al cuadrado y desarrollando: 
(41074 16 = (12192 

Р o 16-8h + h + 16 = 144-240 + h? 

Reduciendo obtenemos: 
h=7=1=5 

Luego la ecuación de la circunferencia es: 
DG = 5: 

2 Foy-Mrt26-0 


Resolución: Ое (2): completando cuadrados tenemos 
AS 
Luego 7"; es una circunferencia de: 
Centro: (1; 2) 
Radio: r; = 2 
Como 7j es concéntrica а #3 (mismo centro) 
Entonces para el centro ^n-3 


. rer Epa 
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G-1)*6-2) 


Desarrollando y simplificando: 
Xo و4 ہ2 تو‎ 4 


De (1) y (3) tenemos: 
D--2 


PROBLEMA 6 ^ Determine la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos P (1; -2), 
72) y R(4; -3) 


Resolución: TE 
QU; -2) 


С) 
De la condición: РС = QC = RC 

Luego tenemos: PC = QC 

TU е2? = Ja -7 27 


= dh 


Desarrollando y reduciendo: 


h=4 а 
Además: Qc- RC 
Vh- k +2 = th - 4 + (k+ 3) 
3h+k=14 @ 
(1) en (2: K=2 m 


El radio “res: r= Jh- +a 


Usando (Dy 3) r= s 


«-®?°+ у-2*=25 


PROBLEMA 7 Calcular la longitud de la cuerda: generada por la intersección de la recta: 
х + у +1=Oyla circunferencia: 


ES 


Hallemos los puntos de intersección entre la circunferencia C y la recta 2. 
resolviendo el sistema 


Tenemos: 
Luego: AC2; A BO; -2 
Finalmente: (2-35 «a-Ca* 


Я pas 


Interceptando 2 con los ejes coordenados, tenemos: 
Si x=0 = y=4 > A(04) 
Si: y=0 = x=-6 = BC-60) 


Como el centro C(h; k) es el punto medio del diámetro AB. 


E эзы 
сєз) 


к SS CTETUR 


Calculemos el radio "r": 
r=ac= 30 «(2-47 = r= 
Por lo tanto la ecuación de la circunferencia 7 ез: 
+ +(у-2°=13 


2 


Sea Ch; K) el centro de la circunferencia, entonces se cumple: 
GbeTk-16-0 ш. а) 
La distancia del punto C(h; К) a las rectas es la mismo (radio) así: 
DU isb+15k+7|_I3h-4k-1 
fa? +15? 32 „42 
Sih +15 + 7| = 17 [3h - 4k- 18] 


Reduciendo tenemos: 
h-13k-31=0 v 91h +7k-271=0 


De: h-1x-31-0 — (2) 
6h+7k-16=0 — 0) 


2662 


Er 


mi 


a+ (у + 2)%=1 


A € ó 


Hallamos ч” 


Sea P(x; y) un punto del lugar geométrico. 
Sea: mı = m 
«LL 
= eee 
Sea: bians 
z—Y 
"лт 
Aplicando “ángulo entre dos rectas" 
unas = 2 
Tem. m3 


Reduciendo tenemos: 
X y-8y-16-0 
@«-0)° + у-4)?=32 
For lo tanto el lugar geométrico es una circunferencia de centro C(O; 4) y radio 
r= a 


9: y+ 6x + By 1 ho] 
cuadrados para hallar la forma ordinaria: 
y+ ву+16=-6к+15 


0) en (2): тх = х2 + 2x + 25 
x + (2-mx + 25 =0 


Aplicando el criterio de tangencia, el discriminante de esta ecuación debe ser 
cm Y 
^ Q-m*-40)25)-0 


4. lasrectas son: y =-8x A y=12% 


Resolución: Рага hallar los puntos de intersección de 2, y 9 resolvemos el sistema: 


х®-6х-у+11=! 
х2 -10x«y «19 


ELIO cocer 651 pneu mE 


Resolución: 


m- 4х-2у-8=0 
y=2x-4 

Den: x- éx- Qx-4) + 11 =0 
x'-8 15 =0 
&-S&-3-0 


Six-Sen(): у=2(5)-4=6 
Six = 3en (3): у= 2(3)-4=2 
= Los puntos de intersección son (S; 6) y (3; 2) 


Nos piden TQ = b. 
Dibujamos el plano cartesiano de origen M y la calzada en el eje X. 


Ahora el cable tiene por ecuación 3: x^«4py. 


Como A є 3; reemplazamos: 
> S9? -apo) 22 


También Q e P 
> G02=4p0) „ш 


Dividimos (1) y (ID: 
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Resolución: gixle-y Lou (0 


Como A y B pertenecen а la parábola deben cumplir la ecuación (*) 
AG: =3 =9 oasi = AG- 
B(b;-4) = b = -9(-4):> b’ = 36 = Ь=з6 


1^ Caso: AG; -1) ^ B(6; 4) e IVC 
AB= (3-67 «ci-cC* 
AB=3/2 
A A 65 A A A ai 
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2.° Caso: AG; 1) ^ BC6; 4) e ШС 


AB = (3- C9) «C1-CAY* 
AB-3410 
2 Lamayor longitud es 3/16 u 


De(2: j 

Gaw: y -2y-8-0 

N ы 9-00 +3=0 
y-4 v у--2 


© Siy-4 en(3: x=4+4=8 э A(&4) 
Siy--2en(3: х=-2+4-2 э M2-2) 
+ Los puntos de intersección son A (8; 4) y B(2;-2) 
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TRIGONOMETR! 


Y 
Para hallar A y B hacemos que y = 0 en la ecuación general de la parábola: 
x*- 2x 20-3 = 0| 

xt-2x-3-0 

G-30 0-0 

m 
sizes: AG;0) 
Si x--1: BC1;0) 
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SERO T UUUUUMETIUIILIZEME 
Sea Р(х; y) el lugar geométrico: 


Del gráfico: PT-|y-1|-PS 

Además: PO-PS«SO 
Фу? -\у-1| +3 .. 

1." Caso: Si: y>1 = |y-1|l-y— 

+ رر = Men: aya‏ 
4-4-0 > 4 رور ر 

2.° Caso: $i: y«1 = |y-1|*1-y.. Q 

(2) en (1): Ey -4-у => х®+у®+(4-уў 
ry -i6-y ey! = хї+ву-16-0 

^ El lugar geométrico son las parábolas: 


xi-4y-4-0 ó x'«8y-16-0 


Resolución: У £3 


r? 


El punto T es la intersección entre la Parábola y la recta, luego resolvemos: 
pati D 


yum 
De (1): x-2y- 
G) en (2: У? = 2p2y-5) 
у?-4ру + 109 =0 
Para que la ecuación tenga una solución única, el discriminante tiene que ser 
cero: &-0- (4p)-4(1)(10p) =0 
16р2-40р =0 
p(2p-5) =0 
E 
p-0vp-j 


2 p-25 
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TRIGONOMETRIA. 


e 


Мосу) 


чт: el 


ea e io" o. 
Resolviendo el sistema: 


TE 


De at 10 


Desarrollando: x=5 = y-4 < М(5;4) 


Maa 
+ Punto “M” de mayor abscisa M (5;4) 


x=1 > y=2 


Resolución: La ecuación general de una parábola de eje paralelo al eje Y es la forma: 


Reemplazando las coordenadas de P, = (1,1), B (-2; -11) y P» (3;-1) 
AO NAAA 


team САГАРЕМЅНКО 


Se obtiene el sistema: 
14D +E +F =0 


4-2D-IIE +F =0 


9+3D-E +F =0 


Resolviendo el sistema: D = -3; E = 


La ecuación es: x -3x +y +1 =0 


De la ecuación: 
2 2 
тазу (+ +(y+2) 20 


260-3 


Entonces de la pendiente de la recta que pasa por C y T es 2. 
La pendiente de la recta 2” será: 

тш=ләт=-1 
En consecuencia la ecuación será: 


LPx+2y-5- 0 


== === 658 |е с o 
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TONDO EDITORIAE RODO TRIGONOMETRIA 


PROBLEMA 24 Hallar ia medida del área de la región comprendida entre la curva de ecuación: 
X + yÊ + 4х-бу,+ 4 = y la circunferencia que pasa por el punto P(2; 6); que es 


concéntrica con la curva anterior 


Resolución: Dato: + + y+ ак-бу+ 


P; 6) 


Área sombreada = 


Area sombreada 
Area sombreada = 16x u 
FROBLEMA 25 La sección transversal de un túnel tiene la forma de un arco parabólico, su altura 


es de20 my el ancho de la base es de 36 m. ¿A qué altura, la medida de su ancho. 
es18m? 
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LBRO p PATEMÁTICA 11 А 
Resolución: y 
|v(o; 20) 
D Co: 
x 
B(-18; 0) ACIS; 0) 


Según los datos en el gráfico: 


2 


х2 = 4p(y=20) 
Pero A є a la parábola; entonces: 
18? = 4p (0-20) 
81 
Pag 


También: C e ala parábola, entoces 
کو‎ 

2 

donde: k= 15 
г. En consecuencia а 15 m de altura tendrá un ancho de 18 m. 


(k-20) 


IL Elcentroes un punto en el eje de 
abscisas. 


Ш. La suma de las coordenadas del 
centro es 3. 


A) воют 
Diyn 


B) sololl  C)Soom у, 


юпуш 
2. La ecuación de una circunferencia es: 
х+у-6х+2у-15=0 
hallar las coordenadas del centro. Dar 
como respuesta la suma de los mismos. 


A-1 
DEI 


9-2 03 


52 
Hallar la longitud de la circunferencia, 
cuya ecuación es: 

Xy eze-Ay-4 =O 


Сала 
E) блы 


А) 2л 
D) Szu 


DES 


4 El diámetro de una circunferencia tiene 
рог extremos а los puntos AQ; 3) y 
B(-4; 5). Hallar la ecuación de la misma. 


A) (+ 1) + (+ 42 = 10 
B) (x + 1)* + + 4)? = 100 
С) (х -1)*+ (у – 4) = 100 
D) (1*4 (y-4y = 10 
E (x-1*'*(-4-10 


+ 8x + 10у + m =O 
represente una circunferencia de radio 4. 


A16 
D) 30 


B) 20 025 


532 


=== 


Si la ecuación: 
хну + Ax + By + C=O 
Representar una circunferencia de radio 3 
y centro (2; -1), calcular: 

A+B+C 


А1 
0)4 


B2 оз 


DE 


Las coordenadas del centro de una 
circunferencia se ubican sobre las 
rectas; 
ix +y-12=0 mn D 
—LEX-y 200 
Si el radio mide JS , hallar la ecuación de 
dicha curva 


А) Xy-éx-Sy 85-0 
B) x + y-6x + 8y + 85 = 0 
C x+y? 6x 18y + 85 = O 
D) x" + y*+ 6x- 18y + 85 = 0 
E) s+ y+ 6x-8y + 85 =0 


Hallar la ecuación de la circunferencia 
de centro C(3;-6) y que es tangente al 
eje Y. 


A) x + y'-6x + 12y + 36 = 0 
B) xî + y+ 6x - 12y + 36 = 0 
C) x+y" 6«- 12y + 36 = 0 
D) Xy + 6x + 12y «36 = 0 
E) x +у?-6х-12у-36=0 


Hallar la ecuación de la circunferencia 
cuyo centro es el origen del plano 
canesiano y además es tangente a la 
rectas 

х-у+4=0 


A ё+у=2 
в) ё+уї=4 

xy 
D x +y 
E = +y 


AAA] AE 
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ATEMÁTICA II 


10. Hallar la ecuación de la circunferencia 
con centro (5; 2) que es tangente a la 
circunferencia: 


+y-2x+2y-7=0 


A) эё++у?-10х-4у+25=0 
B) x+y + 10х--4у+13=0 
С) ж + y= 4x 10y + 25 =0 
D) X y-lox-4y-25 = 0 
E) Xy + 10к-—4у-25=0 


ff. Hallar la ecuación de la circunferencia 
que tiene como diámetro la porción de 
recta. 
Zi2x-3y+12=0 
 Comprendido en el segundo cuadrante. 


A) G3 + (y+ 2) 13 
В) (x*3**(y-2* = 13 
O 0+ y- = 13 
D) (x-25«(y-3 = 13 
B +D + y+ = 


12. Hallar la ecuación de una circunferencia 
que pasa por los puntos (2; 3) y (4; 1), 
además tiene su centro en la recta: 

3x-4y=0 


№ KEREM =A 
B) &-2'«G-3)9-4 
O 6-9) -G-3^-4 
D) &-2'£( 39-4 
E (+324 +2) =4 


13. Determinar la ecuación de la 
circunferencia circunscrita al triángulo 
determinado por los puntos AQ; 1); 
B(1; -1) y C(2; 0) 


A) GeDey =1 
B (к-1#+у°=1 
O #+ G-D =1 
D #+(y+ = 
E) (x=? + (y-1) =1 


34. Hallar la longitud de la tangente trazada 
desde el punto (7; 2) a la circunferencia 
cuya ecuación es: 

+ y2 6k + 2y + 1 =0 


A2 вз o4 
05 B6 


f& Como son las circunferencias: 
sx ey 4y + 6y-23 = 0 
fs + y- 8x- 10y + 25 =0 


A) Secante. 
B) Concéntricas 
C) Exteriores 
D) ` Tangentes Interiores 
E). Tangentes Exteriores 


16, El punto CÓ; -1) es el centro de una 
«circunferencia, si se tiene una cuerda cuya 
ecuación es 2x — Sy + 18 = 0, la misma 
que tiene una longitud de 6 unidades. 
Hallar la ecuación de dicha circunferencia. 


A Sty + 6x + 2y +28 =0 
B) x" + yî + 6x + 2y + 18 =0 
O x+y + 6x-2y-38= 0 
D) x? + y"-6x-2y +18 =0 
Ю x + y3-6x + 2-28 =0 


17. Se tiene la ecuación de una circunferencia 
dada por 7: x + у'-бу + 4x- 17 = 0 en 
donde el diámetro es perpendicular a la 
reta /:5x-2y-13- 0. 

Hallar la ecuación de la recta que 
contiene a dicho diámetro. 


A) 2х+5у-10=0 
В) 3х+5у-11=0 
O 2x+sy-11=0 
D) 3х+5у+11=0 
E 3х+2у-5=0 


f& Del gráfico, hallar la ecuación de la circun 
ferencia © si la ecuación de 


ё+у-2х-2у+1=0 


N Xy c 2х-2у+4=0 
B) xl + ya 2x + 2y = 4 =0 
с) x+y +x +3y-6 =0 
D) x+y? 6x + 6y +9 =0 
E) x+y? + 6x 6y + 9 =0 


19. En la figura, la ecuación de la circunferencia 
ves Xî + y =3 + 2V2. Halle la ecuación 
de la circunferencia ©; (A, B, C son puntos 
detangencia) 


A (х+1)#+(у -=A 
В) (+2)"+ ~2 =1 
O (++ 1 


s («637-1 


B (+457 + (y Jy =2 


20. Hallar la ecuación de la circunferencia 
tangente al eje x, con centro en la recta 
Z: x + y-7 = 0 y que pasa por el punto 
AG; 4) 


А) x+y + 10x-4y+25=0 
B) +y + 6x + 20y +9 =0 
O x+y" + 4x- 10x + 25 =0 
D) x+y" + 6x-20y + 9 =0 
E) Hay dos respuestas 


!. Hallar lal ecuación de la circunferencia 
que pasa por P(2; 3), es tangente a lo 
recta Z; x +у-7 = 0, y con centro en 
Z#3x-y-7=0 


A) -3+ (y-2=2 
B) &-2*« (y 3) = 10 
С) (x-1j-(y 4j = 50 
D) (x-4 + 0-17 =30 
E) Hay dos respuestas 


22 Hallar la ecuación de la circunferencia 


inscrita al triangulo cuyos lados son: 
7: 24x = 7y = 30 
са Sx- 12y = 70 
езх + Ay = 24 


A) #+y-4x + 2y +8 =0 
B x+y 6x + 3y + 12 =0 
O x+y 8x + 4y + 16 =0 
D) x + y*— 10% + Sy + 20 = O 
E) x+y 12x + 6y + 24 = 0 


21 Una parábola tiene por ecuación: 


y? + 8x = 0. Indicar verdadero (V) o falso 
(F) a cada proposición: 

С) Suejedesimetría está sobre eleje X 
C) Laecuacióndela directrizes:x+2=0 
С) Elladorecto mide 10u. 


AVV 
DEW 


B)WF C) VER 


ЮРУ 


24. La ecuación de la parábola de Foco (-3; 2) y 
directriz x—1 = 0 es: 


с) (y-2) --86 1) 
D) (r+ ®" 788-1) 
E) (y-2* 786-1) 


25. Hallar la ecuación de una parábola cuyo 
vértice y foco son V(-4; 3) y Е(-1; 3) 
respectivamente, 


Ау у-6у+12х-39=0 
B) у2-6у+12х+39=0 
с) y+ 6y + 12x-39 =0 
D) уї+бу+1зх+зә=о 
E) у-бу-1х-з9=0 


26. Lasumade las coordenadas del vértice de la 
parábola g: x*-4x-4y =0 es: 


PE D 
D 52 


27. ¿Cuál es el valor de k # 0 para que las 
coordenadas del vértice de la parábola 


v - Ax 2y 20 sumen cero? 


А5 D o3 
02 Bi 


28. Hallar las coordenadas del foco de la 
parábola? гах? + 2x + 2y = 0 cuyo vértice. 
pertenecealarecta ‹:4х- 


мин) эф) 


ole) 


29. Hallar la longitud del foco de la parábola 
#:уї+ах +2у-19= 0 aunpuntodeella 


con ordenada iguala3. 
Asu B)6u O7 
D)8u E9u 


30. Si ACT; 3), B(4; 3) y C(O; -3) son los 
vértices de un triángulo cuyo baricentro ез 
el vértice de una parábola cuya directriz es 

0. Hallar la ecuación de la parábola. 


A e- 2x+8y+7=0 
B) Xx +2x+8y-7=0 
с) xX2x-8y-7-0 
D) 2-8 +2у+7=0 
E) XY +8х -2у -7=0 


31. Hallar la longitud del segmento que une el 
foco dela parábola 7 :y' + 9x = 0 conel 
punto de intersección de esta con la. recta 
3x ey- 12-0 


A)25/4 
D)27/4 


B)29/4 Б ЕШ 


E)23/4 


32 Hallar la ecuación de la recta que tiene 
pendiente m » 0 y pasa por el foco de la 
parábola 9 :у*-4х=0 


Ay= mix-1) В)у=-т(х+1) 
Oy=mx+2) 
D)ys-m&-1) Юу=шх-2) 


33 Hallar la ecuación de la recta que pasa рог 
la intersección de las parábolas: 


= =k 
B)x+y=0 


Е)2х+у=0 


team 


м. 


СА 


Una recta 27 


paralela a la recta 
4х + 3y—2 = 0 determina en la parábola 
y -8x-6y + 25 = 0, una cuerda focal cuya 
longitud es: 


Апа 
D)13u 


B)12u Q125u 


E)13,5u 


Siendo P(-2; -4) punto medio de una 
cuerda dela parábola 

ey + 6x + 10y 19-0 
hallar la ecuación de dicha cuerda. 


Азх+у+10=0 
С)зх+у+12 =0 
D3x+y+8= 


B)3x+y+5=0 


E)3x+y+16=0 


Aenunpuntodela parábola g: x°- 16y = 0 
cuya distancia a la recta /:х + y + 3 = 0, 
és igual a 4/2. Hallar la sumá de las 
coordenadas del punto A. 


N-S B)5 0-4 
DJ4 9-3 


Hallar la ecuación de la recta que pasa рог 


el foco de la parábola 9: x^ -8y = 0 la cual 
forma con los ejes coordenados un 
triángulo y el área de su región triangular 
mide 1647. 


A)ys2x:8 B)iy=8+x 
D)8y-162x 


Oy=xt4 
By-xi8 


Hallar la ecuación de la parábola con 

vértice en el origen que tiene por lado recto 

lacuerda común a las circunferencias. 
бусад +у?-4х-5 =0 
ey +27=0 


А) у? =8/5x 


By? =4x 


э. 


а 


TRIGONOMETRIA. 


La gráfica muestra una parábola cuya 
ecuaciónes 7: x -8x-16y + 16 
esel foco dela parábola, Hallar DN. 


DEL 
B) I7 
Cis 
D)4i3 
DH 


En un gráfico mostrado, hallar la ecuación de 
la parábola 9 de foco F y cuya directriz es el 
ejedeabscisas; siendo BN = (АМ) = 2. 

y 


A) >2-6х+ву+25=0 
B) х2+6х+8у-25=0 
с) x +6х-8у+25=0 
D) х2-6х+ By -25=0 
E) х2-6х -Ву+25=0 


Hallar la suma de las pendientes de las rectas 
sangentes a la parábola © :x7 + 2x -y = 25; 
sabiendo que estas pasan por el origen. 
PE m4 оо 
bn 52 
la ecuación de la recta tangente a là 
parábola 9 : x + 4х + 12y - 8 = 0, paralela 


alareca 2; 4x + 12y = 0 es: 
А) x+3y-2=0 В) х+3у+2=0 
© x+3y-6=0 

D) x+3y+3=0 E) x+3y-1=0 


43, Según la figura, V y F son el vértice y el foco 
dela parábola 9.51 OV = VF = 1 y MF. 
5; halle el área de la región triangular. 


104? 
D)25u* 


B)15u? 0204? 


E)30u? 


4 Si F es el foco de la parábola 9 y se cumple: 
QN = 2(PM) = 6. Si las áreas de las regiones 
poligonales MPFO y OQFN son respectiva 
mente A, YA» 


45, El agua, fluye de un grifo horizontal que 
está a 16 m del piso, describe una curva 
parabólica con vértice en el grifo. Sia 12m 
del piso el flujo del agua se ha alejado 4 m 
de la recta vertical que pasa por el grifo, ¿a 
qué distancia de esta vertical tocará el agua 
alsuelo? 


A16m 
D) 10m 


B)l4m Qm 


Em 


TICA 17. 


46. Silascircunferencias: 
ix ey'-éx-ay-3-0 
fux ey eer zy +a =0 
sonortogonales, entonces el valor de “а” es: 


A-3 B-1 9-7 


D)-3 Юз 


А)(х-з)?+(у-1)=38. 
в) (х+з)?+(у+1)?=зв 
C) 6:53) (y-1) 238 
D) (х-3)2+(у+1)2=38. 
E 6-37 «(ye1)* = 36 
48. Determine la ecuación de una parábola cuyo. 
foco es el centro de la circunferencia: 
d+ y =s, sabiendo que ella determina 
єп el diámetro que está en el eje x, tres seg- 
mentos congruentes. 
А) бу +3)=х2 В) 6(у-3)=х2 
E 
oq) 
3) 


»sy«2)-* mey-3 


2 


4$. Se tienen dos parábolas con el mismo lado 
recto pero vértices diferentes, Calcule la 
medida del ángulo que forman las rectas 
tangentes a cada una de las parábolas en su 


punto de intersección. 
A)* — Bs O30 
D)9o* E) Nosesabe. 


50. El eje "X" es la directriz de una parábola cuyo 
foco F se encuentra en el primer cuadrante. 
Sila parábola corta al eje "Y" en P y a OF en 
Q, tal que OQ-5 y QF-3, calcule PE 


(O: Origen de coordenadas). 
А)20/3 B)64/5 C725 
D)124/5 E) 136/5 


AAA AA 
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LAS CÓNICAS DE APOLONIO 


Durante más de ciento cincuenta años, las curvas introducidas 
por Menecmo se llamarían a partir de la descripción trivial de la 
forma cómo habían sido descubiertas, es decir mediante las 
perífrasis: sección (perpendicular a una generarriz) de cono 
acutángulo, rectángulo y obtusángulo para la elipse, parábola e 
hipérbola, respectivamente, 


Fue Apolonio en Las Cónicas quien no sólo demostró que de un 
cono único pueden obtenerse los tres tipos de secciones, variando la. 
inclinación del plano que corta al cono, lo cual era un paso 
Importante en el proceso de unificar el estudio de los tres tipos de 
curvas, sino que demostró que el cono no necesita ser recto y 
consideró, asimismo, el cono con dos hojas, con lo que identifica las. 
dosramas dela hipérbola. 


Según Apolonio, las cónicas pueden ser: 

PARÁBOLA: el plano de corte es paralelo a una sola generatriz. ILUSTRACIONES DE LAS 
ELIPSE: el plano de corte no es paralelo a ninguna generatriz. CÓNICAS DE APOLONIO 
HIPÉRBOLA: el plano de corte es paralelo a dos de sus generatrices. EDICIÓN DEl. BARROW 


Además, siguiendo probablemente una sugerencia de Arquímedes, Apolonio acuñó para la 
posteridad los nombres de elipse, parábola e hipérbola para las secciones cónicas. A lo Jargo de la 
Historia de la Matemática, los conceptos han sido siempre más importantes que la terminología 
utilizada, pero en este caso el cambio de nombre de las secciones cónicas debido a Apolonio, tiene una 
importancia más allá de lo meramente nominalista. 


Los términos adoptados en realidad no eran nuevos, sino que procedían, como sabemos, del 
lenguaje pitagórico de la solución de ecuaciones cuadráticas del método de Aplicación de las Areas. 
Elipse significa deficiencia; Hipérbola significa exceso (en el lenguaje ordinario una hipérbole es una 
exageración); y por ultimo Parábola significa equiparación. 


El cambio de nomenclatura envolvía un cambio conceptual, toda vez que las cónicas ya no serían 
descritas constructivamente, sino a través de relaciones de áreas y longitudes, que daban en cada caso la. 
propiedad característica de definición de la curva y expresaban sus propiedades intrínsecas. Por 
ejemplo, la conocida ecuación de la parábola con vértice en el origen es y2=lx, donde es el latus rectum. 
o parámetro doble que se representa por 2p. 


Esel lugar geométrico de un punto "P" que se mueve en un plano, de tal manera que la suma de sus 
distancias a dos puntos fijos F, y F, llamados focoses, siempre igual a una constante positiva 2a". 
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Se cumple las siguientes relaciones: 


Larelaciónentre: a, by ces: 


Serepresenta por "e" y se define así: 


amas 


aca n 


Ala veztienetres formas: 


y" Sap Enso 


A) FORMA CANÓNICA 
Esuna elipse de centro en el origen y cuyo eje focal coincide con el eje “x”. 


B) FORMA ORDINARIA 
Esunaelipse con centro en (h; К) y cuyo eje focal es paralelo al eje "x". 


Gráficamente: 
У 


д 
°| 


C) FORMA GENERAL: 
Sidesarrollamos a ecuación ordinaria: 
—Һ? „у-к 
A] 


Eliminando los denominadores, ordenando términos y haciendo cambio de variables 
obtenemos: 


Para obtener la ecuación de una elipse en su forma ordinaria, simplemente se completa 
cuadrados a la forma general. 


П. EJE FOCAL PARALELO AL EJE Y 
Ala vez tiene tres formas: 


B) FORMA ORDINARIA 
Esunaelipsecon centro en (h; k) y cuyo eje focal es paraleloal eje y". 


Gráficamente: ` 


Eliminando los denominadores ordenando términos y haciendo cambio de variables 
obtenemos: 


3 


Y eje focal paralelo al eje "y" son coincidentes en su escritura. 
Si nos dan como dato la ecuación de una elipse en su forma general, tenemos que completar 
cuadrados para afirmar si su eje focal es paralelo al eje “x” o al eje “y”. 


CALAPENSHKO 


La ecuación de la recta tangente a la elipse. 4: 


PEE „УУ 1 
ER TN 


з уз 
Res: 3$ +28 =1 
hee 
aya 
nee ba 
Restando las igualdades: 
Go xs +3) , Ya YEY +¥ y 


a E 


56 ix 


2o 
Debido a que P, € £: EAF 


T: punto de tangencia. 
; focos de la elipse £. 


Consideremos un punto P distinto a T. 
E, P+EP=ER+RP+EP 
En el ARPR : 
RP + PF, > RE, 
— RP+EP>ER+ER 
Debido а que R e £: 
ER+ER=2a 
> RPP >a, VPeTy Pe 
Pero: RT+FyT = 2a 
Siendo x < sy: (Ex + Fx) es mínimo cuando 


x = T Por propiedad del capítulo 16 (Pag. 573) 
EET 


Sean: 
R, S: puntos de tangencia. 
Fj, Fz: focos de la elipse E. 
Se cumple: 


MATEMÁTICA IT 
Por la propiedad anterior: 

2 RR = ZERE =a 
ZRSK- SB" 
Ahora, prolongamos FR hasta A 

tal que: RF = RA = m 
Prolongamos FS hasta C tal que: 
ES=5C=n 
ARRB 2 AARB(L-A-L) 
= RB-AB-pA 
ZRBR = ZABR = x 
AFSB 2 ACSB(L- A -L) 
=RB=CB=q ^ 
ZRjBS = ZCBS = y 
Observamos que; — *) BC = FS + SC = FS+F,S = 2a, esto último ya que S e 4 
7) BA = ER RA = ER-& RF, = 24, debido a que Re £ 
Finalmente: AABF, 2 ARBC (L- LL) 


S 2x+w-w+2y 


> rey 


Es el lugar geométrico de un punto “Р” que se mueve en un plano, de tal manera que la 
diferencia de sus distancias, a dos puntos fijos F, y F llamados focos es siempre igual а una constante 
positiva: 2a. 
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TRIGONOMETRL 


Serepresenta por “е” узе define así: 


АТЕМАТІСА II 


Seclasifican en: 


L EJE FOCAL PARALELO AL EJE X 
Ala veztiene tres formas: 
А) FORMA CANÓNICA B) FORMA ORDINARIA 
Esuna hipérbola de centro en elorigen Esuna hipérbola con centro en (h; K) y 
y cuyo eje focal coincide con el eje “x”. cuyo eje focales paralelo al eje x". 


Donde se puede cumplir que: 
a>b ó a=b ó a<b 


C) FORMA GENERAL: 
Si desarrollamos la ecuación ordinaria: 


(&-h* y-k? 


Eliminando los denominadores, ordenando términos y haciendo cambio de variables 
obtenemos: 


Siendo:A>0 y C<0; además:D, E y F e R 


П. EJE FOCAL PARALELO AL EJE Y 


Alaveztiene tres formas: 

A) FORMA CANÓNICA B) FORMA ORDINARIA 
Esunahipérbola de centro en el origen Esuna elipse con centro en (h; K) y cuyo eje 
yeuyo eje focal coincide con el eje"y", focales paralelo aleje*y”. 
Gráficamente- Gráficamente: 

y 
u) 
v 
2, 
~ x 
7» 
у; 
Pa 
Su ecuación es: 
Hc 
Donde se puede cumplir que: 


a>b ó a=b ó a<b 


A armaca d 


C) FORMA GENERAL 
Sidesarrollamosla ecuación ordinaria: 
G-k* (к-К _ 
at [i 
iminando los denominadores ordenando términos y haciendo cambio de variables 
obtenemos: 


1 


Siendo:A<0 y C»0; además:D, E y F e R 


Llamado también rectangular, es aquella hipérbola donde la longitud del eje transverso es igual a la 
longitud del eje conjugado. " 


Ejemplo: — Setienelaccuacióncanónica de una hipérbola: 
x 
Sp 
Para que esta hipérbola sea equilátera se debe cumplir: a = b 


Reemplazandoqueda: х2 m=: 
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S DESERVACIDN. 


Del gráfico anterior a las asíntotas le hacemos rotar 
los ejes “x” e “y” quedando el gráfico así: 


Cuya ecuación es: 


ec 


Siysólosi k e R - (0) 


Dos hipérbolas son conjugadas cuando la longitud de eje transverso de una es idéntica a la longitud 
del ejeconjugado del otro. 


Doshipérbolas conjugadas tienen el mismo centro y las mismas asíntotas. 


срути 


Ејетріо: 


Para obtener la hipérbola conjugada 
miembro de su ecuación ordinaria. 


Ejemplo: — Dadalahipérbola: K 


team CALAPENSHKO 


Para obtener las ecuaciones de las asíntotas de una hipérbola se procede de la siguiente manera: 


1."PASO: — Seexpresala ecuación dela hipérbola en la forma ordinaria. 
2.° PASO:  Seigualaaceroel primer miembro de la ecuación. 


G.'PASO: Luego se expresa en factores. Cada factor igualado а cero representa a una 
asíntota, 


Ejemplo: Hallarlasecuaciones delasasímotas dela hipérbola: 
Ax -9x* «36x -By ~68 =0 


Rpta: эх, 


A — 


La ecuación dela recta tangente a 1a hipérbola €4 E =1 en el pano (xy, Yo) es 
NH NUM 
BOT EN E 


DEMOSTRACIÓN; 
da Pig 
сха yo хр у 
Ral nen Nel 


Restando: 


бу-бу + xg) (у *Y9 0, yo) „у 
b? 


NICE NUES 


Р, (Xy) 
depu Oreo) Л 


m. 
Ses tangente e» P, = P (xj = Xo, i = o) 


REY 
EE Yo 


Ecuación punto - pendiente: > 4, :y-y, 


A a 
Kag > Há ad 


Como Po < €: 


3, £:x 4y - 6x 32y «69 


ا 
EX‏ 


Dada las siguientes ecuaciones de 
'hipérbolas, determine su lado recto: 


42 36:9 -25y! 225» R= LA 


52069 -168 2144» 18417 71 


Dado las siguientes ecuaciones de 


Brom 
Del gráfico; VV -2=6>2=3 


(e-4) =0 = c-4 
12-32 
Luego la ecuación de la elipse: 


Resolución: — Como las ecuaciones de las rectas directrices son y = 9 ^ y = = 9, la distancia 
'entre las rectas directrices es 18. 


LA 
بو ا‎ 


3 
Reemplazando a =4: c=3 


Sabemos: a = 
Ф- + 3 ا د‎ 7 


Además / es paralelo al eje "x" 
Luego la ecuación de la elipse: 

a-h? y- 

таре 


є ыў mem 


AAA 
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FONDO EDITORIAL RODO _ 7 TRIGONOMETRIA АЙ 
PROBLEMA 5 Determine la ecuación de la elipse cuyas vértices son (6;-8) y (6; 14) y la longitud. 
de su lado recto es 10u. 


Resolución: Del gráfico: 
a-n 


Lado recto es igual a 10: 


PROBLEMA 6 El centro de una elipse es (1;-3) un foco es (1; 9) y un extremo del eje menor es 
45-3), Determine la ecuación de la elipse. | 


Resolución: Datos: Centro: CQ; -3) 
Foco: Rd; 9) 
Un extremo del ejemenor: (-%-3) 


Eu 


El eje focal es paralelo al eje y 
Luego la ecuación de la elipse: 


s Ë م‎ 


Resolución: La ecuación de la elipse en su forma general: 
£: 502 oy! -30x+18y+9-0 


AAA AS 


Completando cuadrados para ¥ e "y" y llevarlo a su forma ordinaria: 
E: 5х2 -30x «9y? «18y «9-0 
E: SO -6x«3* 3) «oy? «2y 411 -1)49-0 


ES SIP 4S4 Xy DARRO 
£: SP + (y+ -45 
Au, 


° 
^. El centro de la elipse es C: (3;-1) 


C: Centro 
H: Profundidad a 30 metros del centro 
Eligiendo el sistema adecuado C: (0; 0) 


El eje mayor es 100 y el eje menor 80: 
2а=100 => a-50 
2b-80 = b=40 


Ecuación de la recta tangente: у = 2x + n 
Ecuación dela elipse: £: 9x7 + 4y? = 36 
Para hallar los puntos de interseccién se igualan las ecuaciones: 
yan 20 
9х2 +4у2=36 ... (2) 
O) en (2: 9x + 4(2x + n) =36 
25v? + 16nx + (4n? -36)=0 
Como lo corta en un punto entonces discriminante igual a cero: 
6n" -4x25(4n? -36) - 0 
162.02 - Ax 4x25 -9)-0 


gixta-s 
Sr: хох * YoY =8 
Sr: exe X-Dy =8 


Ly: Мбх-2у-8-0 


Del gráfico: VV =2=12=4=6 
RE =20=16=c=8 
Además eje focal // al eje x 


Aa 
64-36+b* = bi 


Luego la ecuación de la hipérbola: 


= za 
SU. 
36 28 


я ЕЗ pecie 


team САГАРЕМЅНКО 


Lado recto: 36? =18а 
Eje focal: RE =2 =>2с=24 = c-12 
Sabemos: — bt 


122 =а? +18а 


2 +18а-144=0 
-6 = a-6 


Eje focal: БЕ 
2c-26 => с=13 


ISHKO- 


Sabemos: Aa 

Reemplazando: (2/3a)2 =a? «9a 
2. miam. tl 
124" а? 9а a a 17 


Luego la ecuación de la hipérbola: 
E 


c 


E 


Resolución: — Laecuación de la hipérbola en su forma general: 
9x? -54х -16у? + 64y —559=0 


Completando cuadrados: 
9(x*-6x«3* -3*) -16(у2—4у+22-22)-559=0 
9-37 -81-16y 27 «64-559-0 
Ax-37 -16(у - 2? = 576 


2-64  =b=8 


team CALAPENSHKO 
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Е pr TEIGONOMETRÍA f 

PROBLEMA 17 Enunahipérbola, con centro en el origen yeje transverso contenido enel eje de las 
abscisas, la distancia del foco F(24/2;0) a una de sus asíntoras es 3, determine la 
ecuación de dicha hipérbola. 


Resolución: — Graficando la hipérbola: C(0; 0) 


= 


Eje focal RE: 2c=47 


La distancia de Fy a la recta 2, es Y3 


Del gráfico igualando: 


Sabemos — +2 


бк? + (ao? 
8=8k = k=1 
Entonces а=45 ^ b=v3 


La ecuación de la hipérbola: 
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25, 


DE 3...0) 


La distancia del centro a F, es: 
c-8 


(2) 


Reemplazando (2) en (1): 
at-x8 
a-4 


Sabemos: At 
8 =4 + 
bh-aB 


оуцѕиәдејеојшооәціму 


La ecuación de la hipérbola: 
Gi (у-к* | 
eum 


NC Y 
Жаб. va 


2 reXx-4y-y!-48 


e a S aE 


TRIGONOMETRI 


Кыштут тш ATEPIATICAII 4 


Reeplazando (2) en (1): 
2-24 =а=246 


Sabemos: Aa? 
36=24+bI=b*=12 


Resolución: 


Como > es tangente а la hipérbola igualamos las dos ecuaciones y se forma 
una de segundo grado donde el discriminante es igual a O 
Эт:2к-у-4-0 


Reemplazando (1) en (2): 4x* -a^(2x- 4)? = 4a? 
4х2 a (x! - 16x +16) = 442 
(4 — 4a* y? + 1627-2087 - 0. 
Q-s hi ids xo sar (A igual a cero) 
(аа? 41-23) 523) =0 


Efectuando: 2-5 


als 


AAA AAA 


Resolución: De: 4y -9х? + 36x-8y-68=0 


Lo expresamos en forma ordinaria: 


1, x-2yy-1 


É 
Сайа factor igualando a cero: 
E Зу-1ух22. 
direi iSo 


5 Zara -8=0 


7-2 


анаа 2y 420 


A todo el püblico en general: 


El Proyecto Modo Scan+100 2.0, nace de una idea del 
Team Calapenshko, 

el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente, este libro 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analíticamente, así que te invito a leerlo. 


No pagues por este libro de circulación gratuita, 
büscalo en la red. 


Atentamente, el GRUPO CALAPENSHKO 


28 de agosto del 2020 


dle 


tez ISHKO — 


Pero: 2 
c^ -36-20 


16 


Donde 


Pero 


La ecuación es de la forma: 


TN 


Del gráfico: c-6- c -36 


т. 245 - اصدا‎ 


m 
245.353, = |o 
245.6-6|b| 
ID 
b= 425 ¬+ i =20 


Además: ate 
a 2 


4" =36-20 + =6 
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También 2c-]4- C2] 
2е5|6| 7 с-з 


La ecuación de la elipse ез de la forma : 


CG o. 
а 
El vértice: V=(hDeS 
= h-X1)+2=0 + h=-S 
Luego: v-csm 
Reemplazamos en la ecuación de la elipse : 


s-i? , a-i* 

еа са 
E > 

36 


= 


1 


qu — а%=36 21) 
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Coordenadas del vértice: V(a:a) 


Pep: 0 0-20 э a-mB + v-(S;2/S) 


Recta perpendicular al eje focal con V: 
TD 2 yaxta 
j x*0 > y=45 
Pero: Y-c-«5 
2 =5 
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B 


Deducir la ecuación de una elipse con 
centro en el origen de coordenadas, que 
tiene un vértice en (13; 0) y un foco en. 
(5:0). 


у 


Halle a ecuación de a elipse de eje mayor 2a 
enla que el eje menor, se vea bajo un ángulo 
que mide 90” desde uno de los focos. 


л) += 
в) yt 
O ау += 
D) dra 
E) арха? 


Los focos de una elipse son los puntos 
(72; 3) y (6; 3) y uno de sus vértices es el 
punto (8;3), halle su ecuación. 


p GE, Y, 


36 * 20 
(&-2* («3 
В) 36 20 z 


& Halle la ecuación y la excentricidad de la 
elipse cuyas directrices son las rectas 
Угк-1=0 y 7g: x-9 = 0, uno de sus 


focosesF = (7;0). 
A) (х-5)2 + 2у2-8 I 
B) (x-S'«2y-1*-8; е а 
O art! ret 
D atrasa; e 
D -sayen ده‎ 


5 Los focos de una elipse son F;(4; -2) y 
F¿(-2; -2). Halle la ecuación de la elipse sí 
uno de sus vértices está sobre la recta: 

0: х-у-8=0 


ку Sa, o- 


B ле. 
m Lar ا‎ 
9 RUE 

D) eu anm, 


&  Enlaelipsede ecuación 9х? + 16у? = 576 
se inscribe un cuadrado, halle la suma de las 
coordenadas de uno de sus vértices del 


DAS 0-96 


EAS 


7. Desde el punto (0; 9) se traza una recta 


tangente a la elipse 2 + y = 9. Halle la 
intersección de esta recta tangente con la 


parte positiva del ejex. 
7 ° 

DH DH ©з 
5 5 

D DH 


& Sealaelipsecuyaecuaciónes: 


Halle el área de la región cuadrada inscrita 
alaelipse. 


9 Determine la distancia de la recta 
Ax + 3y - 12 = 0 al foco mas cercano de la 


elipseSy! + 132 = 13. 

a mı 92 
2 
5 

D) 2 E)3 


10. Seala ecuación de la elipse х? + Ay = 20y 


la recta 7: 2x = 2y - 13 = 0. Halle las 
ecuaciones de las rectas tangentes a la 
elipse y perpendiculares a la recta -/. 
A x+y+5=0 В) х+у+7=0 
х+у-5=0 х+у-7=0 
© х-у+5 
x-y-5-0 
0) х-у+7=0  EJx+y+9=0 
х-у-7=0 x+y-9=0 


TRIGONOMETRÍA 


fí. Se tiene un triángulo rectángulo ABC recto 
еп B en el cual mZCAB = 30". SÍ A(2; 5); 
B(8; 5) hallar la ecuación de la elipse cuyos 
focossonA y By pasa por C. 


a 


D) 


E) 


2 уз 
12. Sobre la elipse Xç + т = 1 se ubica el 


punto P cuya distancia al centro es 5. Hallar 
la diferencia entre las distancias de P a los 
focos. 


з. B4 os 
D6 юв 


13. Hallar la longitud de la mayor cuerda de la 


elipse: 
Ax! + 9у2 - Bx + 18y = 23 


43 BJ4 С)8 
0)9 E)12 

14. Hallarla excentricidad de la elipse que pasa 
gor pano (3; SÉ) ycayostocosson 
los puntos (-2;0) y (6;0) 


A06 
D)04 


вов 00,75 


Bos 


AA) rr UR 7 


A todo el püblico en general: 


El Proyecto Modo Scan+100 2.0, nace de una idea del 
Team Calapenshko, 

el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente, este libro 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analíticamente, así que te invito a leerlo. 


No pagues por este libro de circulación gratuita, 
büscalo en la red. 


Atentamente, el GRUPO CALAPENSHKO 


28 de agosto del 2020 


dle 


16. Se tienen dos elipses que tienen los mismos 
focos, los cuales están sobre el eje x. Si la 
diferencia entre sus ejes menoreses 14 y sus 
excentricidades son 0,6 y 0,8 hallar el eje 
mayor de una de las elipses. 

EE вю сво 
0)45 E)40 


16. Hallar la ecuación de la elipse que tiene por 
focos a los puntos (2; 8), (10; 8) y es 
tangente ala recta x + y = 20. 


[A 
a a 
y E, y- 
10 

(O 
o Ex Sa 

(x-6* y- 
E dox Soin caa таңы 

(x-6* et 
еттт 


17. Sea (а; Б) ча punto sobre la elipse 
X + Sy! = 20, desde el cual se ve al 
segmento que une los focos bajo un ángulo 
recto. Calcularel valor de: a^ + 2b, 


A)24 B) 22 
D)31 E37 


18, Hallar la suma delas ordenadas de todos los 


puntos de la elipse x + 5у? = 16 desde los 
cuales se ve al segmento que une a los focos. 


bajo un ángulo que mide 80". 
A-8 B оо 
D)4 52 


19. Hallar la ordenada de uno de los puntos de 
la elipse x + 4y = 1 desdeelcualseveal 
segmento que une los focos bajo un ángulo. 
que mide 60”. 


9-2 oi 


Hallar el área de la región interior a la elipse 
4X + 7y = 84 y exterior a la máxima 


circunferencia inscrita en dicha elipse. 
A307 -2) B) 87 

©) 6x47 -2) 

D) 3447 +1) E) 6r 


. Hallar el área de la región interior a una 


elipse que está inscrita en un rectángulo de 
áreas. 


л, В 

AzS mis os 
z я, 

Dr DES 


Hallar la ecuación de la elipse que tiene por 
vértices a los puntos (a; 0), (0; a) y cuyo 
lado recto mide 2b. 


A aj ee 
Bo bx +a = ab 
© adeb rab 
D) adeb ath 
D be aj eb 


Halle la ecuación de la hipérbola que pasa 
por los puntos A(3; -2) y B(7; -6), tiene su 
centro en el origen y el eje transverso 
coincide conelejex. 
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24. Los focos de una hipérbola son (-3; 0) y 
(3;0) teniendo sus vértices las coordenadas 
de (-2; 0) y (2; 0), halle la ecuación de su 


asintota cuya pendiente es positiva. 
5 


у-у my= Ex yx 


2 3 
Dy =x юу-3х 


25. Halle las ecuaciones de las asintotas de la 
curva 144х2-25у? = 3600. 


А) 2х+15у=0 В)5х®12у=0 
С)1лх&5у=0 
0)12х+у=0 E) 15x27y=0 


26. Una asintota de una hipérbola es y = x, el 


eje focal es el eje "y" y un foco está en 
el punto (0 ; -10). Halle la ecuación 
cartesiana de esta hipérbola. 


A) 9y'-16v = 576 
B) 16у2-9х2=576 
C) ву?-42=228 
D) 9-16 = 584 
E) 122-92 = 636 


27, Halle la ecuación de la recta que es 
asintota а 4:90 -4y! = 36 
Aye 
Dy 


B)y--3 — C)2x--3y 


E)Gx-4y 


28, Un punto P(x; y) está a igual distancia 
del punto (4; 0) que de la circunferencia 


x + y! = 4, entonces P pertenece a una: 


A) Recta B) Circunferencia 
C) Parábola 
D) Elipse E) Hipérbola 


U TxIGOOP 


22. Val ааба de wa hipétolo cuyas 
A 
punto (2;-5) 


son los vértices de una hipérbola y a su vez 
los focos de ésta última coincide con los 
vértice de la elipse. Halle la ecuación de la. 
hipérbola. 


Ga a, 
A rj в 1 


y _ 
$ з 


A a 
y EA, 


D) gu cen in 
y 9-20 G-» 
s 


1 


31. Halle la ecuación de la hipérbola 


se 3 
Š muras a Ê ун 


ешш x= + $ 
ey ey 
nta کو‎ 
2e 
aa 
= e cm 
Biss A 
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32. En una hipérbola, con centro en el origen 
y el eje transversal contenido en el eje de 
las abscisas, la distancia del foco F(2/3; 0) 
a una de sus asíntotas es 3. Halle la 


ecuación de dicha hípérbola. 

лузі -у=0 ву 212-3у:=8 
су?-у*=в 

р)хЁ-2у*=в Dx -зу?=9 


3» Sea la hipérbola cuya ecuación es: 
e 
Xp- 71. Halle la distancia del foco de 


Ja hipérbola a una de las rectas asíntotas. 


Na B)b de 


be ab 
DU p? 


= 

34 La ecuación de la hipérbola zB 
tiene excentricidad de 3 ydireerriz x — + $ 
Hallarelvalorde a° + b2. 


m 8)5 97 
D) En 


35. Halle la ecuación de una hipérbola con 


centro en el origen de coordenadas, 
focos sobre el eje y lado recto de 19 yla 


pendiente de una de sus asíntotas es Ë а 


A) 1632-92-36 
B) sy-aé-36 
O 168-9 -36 
D) 9X-sy -36 
E) 162-37-36 


Dado el punto Mía; 10) de la hipérbola 
ey 

— 26 * 86 =1 hallarla ecuación de la recta 
que contiene a un radio focal del punto М. 
6-0 


А)х+у+1=0 B) V5x+y+10=0 
O 245: -у+в-0 
D)y=5 E) y-10=0 


. Determinar ша punto en la hipérbola 


2 
= 21 cuya distancia al foco derecho 
e 225. 

44:225 95229 O45: 5) 
D) Q0; 45) E) 10; 9) 


Hallar la ecuación de la hipérbola cuyos 
focos coinciden con los focos de la elipse 


Hallar la ecuación de la hipérbol, si se 
conoce su excentricidad е = Š , el foco 


F(O; 20) y la ecuación de la directriz 
correspondiente Sy-36 = 0. 
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40. Hallar la ecuación de uno de los lados 
de cuadrilátero determinado por los 
puntos de intersección de las curvas 


Bey палца 
80720717 48712 

Ахт 1 B)x=4 C)x--8 
D)x=3 Ex-6 


41. Se da la hipérbola с y una 


tangente cualquiera а ella; Р es el punto de 
intersección de la tangente y el eje x; M es la 
proyección del punto de tangencia sobre el 
mismo eje. Calcular el valor de: OM x OP 


N25 B)20 o32 
D)50 EJ16 


42, La distancia desde un foco de la hipérbola 
m 
DL 1 a una reca unpente es 4 
Hallar la distancia desde el otro foco a la 
misma recta. 


N8 DI 09 
0)16 56 


43. La recta 2x y —2 = 0 es tangente a una 


9e) 


Hallar la ecuación de esta hipérbola. 


3 


е 


ipérboacuyosfocosson Í 


nit 


44. Hallar la ecuación de la hipérbola cuyos focos 
están situados en el eje de abscisas y son 
simétricos con respecto al origen si se sabe 
que es tangente ala recta 15x + 16y- 18 = 0 


tienen los mismos focos. hallar el valor del 
ángulo de las rectas tangentes a estas curvas 


enuno de sus puntos de intersección. 
N45" B) 120° суо" 
D)1so* E) 105" 


46, SeaLla longitud dela elipse: 


16 + 1647 = 9 
Calcular [L] 

A3 B)4 eos 
06 B7 


47. Hallar el área de la región exterior a la 
elipse x° + 9у? = 1 e interior a la menor 
circunferencia circunscrita a dicha elipse. 
A5 Bér Оля 
D) &« Box 


48, SeaLlalongitud de la elipse 3x* + 4y^ = 12, 
hallar el primer dígito de la parte entera 
del. 


A3 92 o1 
D)o B4 


——=ax=xn])x= EEE ESS 
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4$. Sea F el foco de una hipérbola, / la 50. Sea C el centro de una hipérbola, por un 
directriz correspondiente y M un punto punto À de la curva se trazan las rectas T y 
cualquiera de la curva. Por M se traza una ^m paralelas a las asíntotas. Un diámetro 
paralela a una de las asíntotas, esta cualquiera de la hipérbola interseca a la 
paralela interseca а / en В. Si FM = 4, curva en PyP', yalasrecta m y n enAyD. 
hallarelvalorde: BM. 5Е СА = 4yCD = 9, hallarel valorde: CR 
№1 82 93 мо в9 ©з 
D)4 ЕЕ 012 B6 
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Aplicados, a lab ОЙО 


BOMBELLI Y SU ESTUDIO DE LOS NÚMEROS COMPLEJOS 


Rafael Bombelli nació en enero de 1526 en Bolonia (Italia), no 
recibió una educación universitaria, sino que adquirió su formación 
con el ingeniero y arquitecto Pier Francesco Clementi. El propio 
Bombelli eligió la profesión de ingeniero y arquitecto, trabajando 
para Rufini, un noble romano que llegaría a obispo de Melfi. No ве 
sabe exactamente como adquirió Bombelli su interés por las 
matemáticas, probablemente el motivo fue que vivia en la región de 
Italia donde se desarrollaban los desafíos matemáticos entre 
Cardano, Tartaglia y otros, con el fin de resolver ecuaciones, 


En una de sus visitas a Roma , Bombelli hizo una gran 
descubrimiento matemático. Antonio María Pazzi, profesor de 
matemáticas en la universidad de Roma, le enseñó a Bombelli un 
manuscrito de la Aritmética de Diofanto y los dos decidieron hacer 
conjuntamente una traducción del mismo. A pesar de que nunca 
llegaron a completar la traducción, Bombelli, a la luz del texto de — 


Diofanto comenzó a revisar sus conocimientos de álgebra. ا کے‎ 


DE LA TEORÍA DE COMPLEJOS 

La obra de Bombelli titulada "Álgebra" está dividida en cinco libros, Los tres primeros fueron 
publicados en 1572, y anunciaba que los libros IV y V , dedicados a la geometría, aparecerían 
seguidamente. Desgraciadamente Bombelli nunca llegó a publicar estos volúmenes porque la muerte se 
lo impidió. Además de una versión manuscrita de los tres libros ya publicados, había un manuscrito 
inconcluso de los otros dos libros. La geometría incompleta de Bombelli fue publicada en 1929, y en ella 
se aprecia una influencia de los procedimientos geométricos de Omar Khayyam. 


En el Álgebra de Bombelli se dan las reglas de los signos, que aún hoy dan tantos problemas a los 
estudiantes, para operar con números positivos y negativos. Además fue el primero que escribió las 
reglas para la suma, resta y multiplicación de los números complejos. Además demostró que usando el 
cálculo de los números complejos podían resolverse ecuaciones. Bombelli usó una notación muy 
sofisticada para su tiempo. Es justo reconocer a Bombelli como el inventor de los números complejos y 
su Algebra tuvo una influencia capital en Leibniz. 


Bombelli, un ingeniero, hizo un uso práctico de los números complejos porque dichos números le 


daban resultados útiles, El Álgebra de Bombelli es uno de los más importantes trabajos matemáticos del 
siglo XVI, y fue el único que dio importancia alos números complejos cuándo aún nadie se la daba. 
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Los números complejos por sí solo tienen gran importancia como tema de estudio en las 
matemáticas modernas, así por ejemplo, si queremos resolver la ecuación: х? + 9 = 0 nos lleva a 


encontrar raíces que no son reales, por lo cuál el estudio de dichas raíces corresponden al campo de los 
números complejos. 


'Unnúmero complejo Zes el parordenado (a; b) de componentes reales a y b, donde: 


a: Parte real del número complejo Z (a = Re (Z)). 
: Parte imaginaria del número complejo Z (b = 1m (2)) 


Considerando a los números complejos 
Z= (a; b) à Za = (G; d) 


Z, +Z; = (a; b) + (е; d) = (a + c b + d) 
Z, - Za = (a; b) = (c; d) = (ac — bd; ad + be) 


(x; 0): es un nümero real. 
(0; y): es un número imaginario puro si y « 0. 


JA 


Sea Z = (a; b), éste representa un punto, llamado afijo, en el plano complejo (también llamado 
plano de Gauss), así. 


——=rssktYFycmsurs r= ———:—ч АФ 


team CALAPENSHKO. 


polo 


Luego: Z= (a;b) = abi 
Representación cartesiano de un número complejo. 


Al conjugado de un número complejo Z = (a; b) = a + ib se denota por Z y se define po 
Z = (a; -b) = a— ib que geométricamente representa el punto simétrico de Z respecto al eje 


ma) 


Ejelmaginario 


Del grifico а= геод a b = rsenü 
=a + rcosü + ir senê 


> Z = r(cosd + isen@) ....... forma polar de un número complejo 


Donde: — геа Ы МАТЫ? ^ ami 


Asi: т: Se le llama modulo del número complejo y se denota por mod(Z) ó |Z| 
9: Se le denomina argumento de Z (arg) 


La notación: Z = r(cos0 + i senê) 
es frecuente expresarla por: Z = r cis0 


Fl valor del ángulo 0 asociado al número Z no es único, porque al sumarle 2Кл (k €2), el ángulo 


de valor 0 + 2kx también será argumento de Z, luego consideramos al argumento principal 
de 2 a Arg(Z) así: 


OS Arg(0) < 2x ; -r < Arg(Z)s x 
En consecuencia, el argumento cualquiera de Z será: 


Ejemplo: Determinar la forma cartesiana y polar del número complejo Z = (-2; 2/3) 


Resolución: 2-2 +231 ..... forma cartesiana 
s cr (-2# + (2) =. 


Sea 0 el argumento de Z 
25 


= an > 22 


TEIGONOMETRÍA 


El matemático EULER expreso al número complejo Z = r(cos0 + кеп) 


uU = .. forma exponencial 
Donde е = 2,71828 ........ base de los logaritmos naturales 
Entonces: Z = re” = r(co50 sent) w 
Feb oe | 
эе^ = cost cien) 
Por leyes de exponentes sabemos: 
(e= е^ 


Luego usando (*) tenemos: 


Esta última igualdad se conoce como el teorema de De Moivre, nombrada así por Abraham de 
De Moivre 


En la actualidad la fórmula mostrada anteriormente es válida para cualquier entero 


Ejemplo: Hallar la parte real e imaginaria de: 
z-(W3. 3) 


Resolución: Sea w=3/3+3i 


NS E > 


A todo el püblico en general: 
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dle 


7. Re(Z)=-3888/3 ^ Im(Z) - 3888 


GRAFICO DE REGIONES 
Sea Z = x + iy, expresando en su forma polar tenemos: 
Z = r(cos0 + isenê) ; Z=0 


Аё x = Re(Z) ; y = Im(Z) 


Graficar las regiones: 
а) Re =2 e) |z|-4 e OSA(Z)S 5 
Ы 020) 3 D |>» D [Re] + imsi 


Resolución: а) x = 2... Es una línea vertical que pasa por x = 2 


B) y53... Esla región por debajo de la línea horizontal y = 3 
Im(2) 
(0:3) 


Rez) 


team САГАРЕМЅНКО 


9 r-4 > ry =4 
SAA 
Es una circunferencia de centro en el origen y radio 4. 


4 r»9 үа ну? وح‎ 


> 
Es la región externa de la circunferencia de centro en el origen y radio 9. 


e) 0505 ...... Es la región comprendida entre los ángulo 0 y $ 
(centro en origen de coordenadas) 


Im) 


Expresamos el número complejo z en su forma polar. 
=rcis0,0<0<2x,1>0 


las ralees nsimas se obtienen de YZ), = rafts 25) haciendo variar kde 0, 1, 2, ... 


EJEMPLO: Hallar las raíces cúbicas de 1 en los complejos. 
SOLUCIÓN: 180" 


DESERVACIÓN. 


Las raíces n-ésimas de un complejo z forman un polígono regular den lados. 


Sean las raíces ду, 2, 
Analizando 2 raíces consecutivas z; %4 


El ángulo formado por 2 raíces consecutivas es 


Cape 


Finalmente, las n raices forman n triángulos congruentes 
con igual ángulo central igual a E 


2 El polígono formado es un n-ágono regular. 


B DESERVACIÓN 


Sea a, 0e R, se cumple: 
cisa.cisü = cis(a +0) 
ETT 
E = asa -0) 


En el capitulo 11, enunciamos las dos siguientes identidades: 
PE SE XE 


DEMOSTRACIÓN 
Sea la ecuación: £29" -120 — z" 1 = cis 


Entonces las raíces de la ecuación tienen la forma cis 


Nombremos las (2n+1) raíces: 


kx 


Seas w, = EEE 


+ Observamos que: wo = cis0 =1 
Entonces podemos factorizar 22%"! 1 


z" -1 = (z- wy w, 


x 
с-м) емо 
to 


E 


Como wo =1 > 


A 
A O y A 
ti 


2-1 


para todo z e C - (1). 
Observamos que cuando realizamos el producto: 


(2= wj waa) = FÊ RON + Was) * W Wan 
2D Gif, 2i ) 4 
vote e 


э) 


2n+1 


para j= 1,2, 
Ux) 


(î) “0-1 esto debido a Ja observación anterior 


eie isen zan) (ies) ei) ns 


ба) 


жуы 6з] 


> WtW 


Entonces: (2-р мъ.) 


Por lo tanto si agrupamos en parejas el producto de (z — w;)(z = wa). 


Ale- n es) 


E 


MEE 
Haciendo z — 1: 
omia fam i fp 


E 


+1=[Jasen? Ж PT [sent `, 
>2n+1 ШЦ zal Ца Ael 


como [Jen zr es e producto de senos de ángulos que pertenecen al primer 


cuadrante, la productoria es positiva. Luego: 
Haciendo 2 = -1 en (2): 
TE E E OE" 
[5 fier [omen ) né esa) 


emis flor > 


Como [cos es el producto de cosenos de ángulos que pertenecen al primer 
» 


f$ SiZ=2+31; 2,-4*i y Z,- 1-i 
Determine: 


3) Z-Z, 


2 SEZ =(2;3); = (-1;1) 
Calcular: 


a |z +z] 


3 Expresarenforma polar: 
a) Z=2+2i 
b) z=-3i 


9 z-4-3i 


4 


Expresar en forma exponencial: 


а) Z=2i 
b) Z=1-i 
9 z—4 


d) 2-43 


e) 292 


Efectuar la operación indicada: 


Diam us. 


e ise? 


Determine el argumento principal de; 


team CALAPENSHKO. 


Resolución: а) |Re(2-2|53 > |x-2| $3 > 35x-2«3 
2x68. e Es la región omprendida entre las rectas: 


» 


-|x*iysx-i|» 0 > y-|zx| <0 => [2x] 
Es la región superior de la curva у = 2 |х| 


ET] 
у= 21х| 
веш 


9 |2-1[яз 
=|х+у-1|3 > (х-1) + | єз > xD ey «s 
= @- D: + у? 37...... Es la región interna de la circunferencia de radio 
3 y centro (1; 0) 


E 
sd 
AEREA 723 EE 


team CALAPENSHKO 


MATEMÁTICA IT 


d) [SM3 (2-0 <a... Esla región comprendida entre los ángulos E y 
соп centro en (0; 1) 


hacemos; Z-i=0 = Z=i 


Resolución: Sea: Z= x + iy es la condición: 
Мету? tatiy esi 
VEA =2-x+i0-y) 


Igualando parte real y parte imaginaria: 
PE 2 (0 


021-y-— (2) > y=1 


En 0): [Pa > «= 


Sea: Z = x + iy tenemos en la condición: 
|x +iy +1| + |x +iy-1| <4 
erey + Fry <4 
Мету = а-аа туз 
" rm 
[T 
Reduciendo: < s 
AI <4-x 
Е m е 
зе ау 12. 


Así (*) representa la región interna de una elipse con ejes 2 y V y centro en 
el origen. 


team CALAPENSHKO 


Resolución: а) e= ett = et. ет 
e = e (cosy + iseny) .....forma conocida como “exponencial compleja” 
aste] = e“ 
VERDADERO 


b) Delo anterior: 
y = Age) 
VERDADERO 


€) De la fórmula de Euler: 
e” = соб + isenê 


1 


cos (-0) + i sen (-0) 
e” = cosi =i senê 


O) + (2): e"«e* = 2cos0 
e 


cost. 


0)- (2: 


TO] 


En (3) y (4) haciendo: 8 = Z 


1 
кет: 


ЭСЕ 


сәг) a 
peur iiie toa Ia eua 

PISO 
sen + соз?2 = 1 


VERDADERO 


AA 


team CALAPENSHKO 


'OMETRÍA 


y=x 
E 
D regne: 
1e ey! s2 
1 < + у? 4... Es la región comprendido entre dos circunferencias 
de radios 1y2 


Finalmente intersectando ambos regiones i) y ii) 


Im) 
А 
SUI 


AAA 72 е чы 


Resolución: log; 12-31 > logs 12-11; Ze3 ^ Ze 


Usando propiedad de logaritmos: 
Iza <Iz=11 
х + iy-3] < Ix + iy- 1| 


Маз) ey! < ry 
* 
Elevando al cuadrado y reduciendo: 
x» Loma) £ 


Luego (*) sl región a a derecha dela recta x = 2 


team CALAPENSHKO. 


Resolución: 


Minimo común mültiplo 
y 2 
Gz-D6z-0 


Operando y reduciendo: 
ag? -n 
БЕП 


w= 


e 


Z = созо + i senê 
2? = cos 20 + i sen 20 ..... (Teorema de De Moivre) 


198 


yy 008205 недо) 0 
соз 20 + isen28 +1 
t 


Ас. 
Usando identidades de arco doble: 


8022360701. sen cos) 
2 2cos! 0« i. 25еп0соз0 
2:2 свето + icos0) 
2 cosQKcoso + вел) 
2senti cost isenð ) 


- = W-2tan0i 
Cos созб + непо) 


Luego el modulo de W es: 
|W] = [2xan9] ; como tınê < 0 ; pues 0 e ПС 


Resolución: A] 


Sea: Z=x+iyen() 
e ped 
euet alti 
«(созу +iseny)=1+1 
el cosy + ieseny =1+i 


Igualando parte real e imaginaria: 
e cosy =1 E) 


e"seny=1 


G0» © wel yezeem зу 


(Ben (2: ec(2003)=1 


cause a 
> xsnv 
=x-3In2 


De (3) y (4): 


Ordenando: (22)? -26(e*)+5 =0 


Resolviendo: (se? -1)(e* -5) =0 


12 solución: e -5=0 =» e =5 
= 0-85 2د‎ 5 


2" solución: 5e*-1=0 = e& =з! 
= Z=laS" =Z=iln5 


ins ó Z=-ihs 


muursvuncenu noe vcepER)eexoerae acere 


Ü Del teorema de Demoivre: 
cos n0 + i sen n0 = (соз + i senê)" 


Para: п = 4, tenemos: 
со 40 + i sen 40 = (cosü + isen)* 


Desarrollando el segundo miembro tenemos: 
соз4ё + i sen 40 = cotê + 4cos*0 í sen + бсо sento + 
+ 4cost P зеп? + i" sento, 
соз4д + i sen 40 = cos'ü - 6 sent cos'ü + sento + 
+ Î (ácos*0 senê - 4 cos0 зеп? 0) 


Igualando parte real: 3 


cos4 = сок' 6 sentó costo + sent... (9 


Usando la identidad: зеп? = 1 - соеп (*) tenemos: 


=. ооё = 8 cost — B coro + 1 


A (22820) ве?) 


cost e= 1 0260249 40200520)+6] 


bo a" тилип ар 


Resolución: Zi Z= reis 


En la condición: [= (a 
(ee „(gale ~1 


Eo 


1 0 
PEG] 


Ee tanÓ + cotê 
2520 ..... Identidad del ángulo mitad 


Senz 


+4 


Resolución: — Dela fórmula de Euler: 
e" = cos0 + isen 


|e |- cose + iseno| = cos 0 + зеп20. 


Usando la identidad: ѕеп20 + со520=1 
Tei 


—ass==z—xanrgËE]Ë====——— 


Además por logaritmos se cumple: 
ase саев” 
Luego: а еу 
аен 
ыа 


Usando (°) tenemos 


Enel problema: тшапх=1+1+1+ +1 


Resolución: — Llevando Z a la forma trigonométrica: 


А d) 2= (соз +ізеп) =1 
E) 
-i> 


ii) tam 


Aplicando el teorema de Demoivre: 
(cos0 isen)" = cosn0 + isennê 


AAA АЙ 


АО rro 


LE "(eie 
Z^ = cos2xn + isen 2x 21у 
Сы 
№ (он s isen 2E) 
27^ = cos(-22n) + isen(-2xn) 
273% = соз2лп - isen2sn <... @ 


De (1) y (2) tenemos:  29°+29"=2соз2лп. 


W = 2cos2xn 
— 
2 Re(W) = 2 cos 2xn 


1 
xy 


x ээ y-25y-n 


=x-yi 


Resolución: — Desarrollando la productoria tenemos: 


O rc) 


z (ires aes ies) en 
i AielAie2)ie3/ | i«99 


сааат D SET тылышы" 


I TRIGONOMETRIA 


Re(2)=1 ^ Im(Z)=-100 


^ Re(Z)-Im(Z)=101 


Resolución: Sea: Zexeyi > Zox-yi 
12-1-1152- Im) 
Ixeyi-I-il$2-Cy) 
1040-0122 


9 


Secumple: — 0$2«y ә y2-2 ....... Región superior a la recta 
horizontal y — 2 
y 
x 
a 


De(*) VY so s2+y 


Elevando al cuadrado y resolviendo se tiene: 
o-pee(y t 


y 


Finalmente intersectando ambas regiones tenemos: 


A todo el püblico en general: 


El Proyecto Modo Scan+100 2.0, nace de una idea del 
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el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
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Im) 


Resolución: Sea: Z=x+iy 


D Zex-yi 
Paya Per- 


= -asza 
Ix+iy-2|<|x+iy+2| 
[T 
Elevando al cuadrado y reduciendo: 
a- «y >)» +2 + y? 
4x4 Sx rare 
p 


EE AN 


Intersectando las tres gráficas tenemos: 


Im) 
веш 


EEE 
(x*y*Di 


3 $ ¿AE y e Di-(x eye 
Resolución: Se tiene: z CERA 


җх+у+1у y: 
(Фуз eye Di 


PROBLEMA 19  ExpresarenformapolaraZ: 


1- азо 


7 maremarica n Ай 


Resolución: Tener en cuenta que: 


СОСО 
m, 2-98, 
11-426 э пра e 


mer 

Muri: 2 e 
"егт" 

EUM 

ze 


Ted, 
2-2 1 


sen 


Resolución: — Seaelcompljo: Zex«yi/(xy]c& 


Por condición: х? +у? =3х 
se pide: |= [<> 
|23| = 
hal 
E 


AAA 


Resolución: Tener en cuenta que: 
1+WeW=0 A W=1 


ata = 4W + 4W +14 4W + 4W +1 
QW + + бм? iY = 4W + 4W + 4W Wh +2 
wa tl = sw? BW +2 
cta = s(w? + w)+2 


GW +їў QW 1 = 8-D1 2= =6 


Elcomplejo екі і А ИА 


й 


.— Reemplazando (2) y (3) en (1): 


al 


Resolución: Sea: ze|zj"  Z-|z|e?' 


Por condición: — |z|'e?"'-|z|e "* 


ee „|| 
Es decir соз(30) + isen(30) =| Z| + Oi 
De donde: sen(30) =0 > 30=2kx 
E 
чаги 

También: |Z|= cost30). 


OemC; K-2 0=240° 


Resolución: — Sepidecalcular: Le1«E«E «E! 4, E? 


; Eel 0) 


Resolución: Е complejo "Z" en forma polar viene dado por: 
Z=|Z|(cos9+ isen0) ^ Arg(Z)=0 


ено tient 
«Е 


“Ahora la igualdad mostrada en el problema será: 
|Z|(coso + iseno)(i —1) = -|Z (cosó - iseno) i +1) 


iz. (cos + isen&) _ 
+ [z|(coso-isen 

|2|(cosê + isen) _ 1+1 

2|(сов0-їзепб) 1-1 


De donde: cos(20) + isen(20) = i 


+1 


Luego: cos(20)=0 ^ sen(20) «1 
Es decir: 20-5205: kez 
+ 
0-eke 
Como 0 = Ап) = Menor ángulo positivo 
k-0 
ez 


AAA AAA 


Е) 
СОСОК CO 
roji) a) 


a) 


ыо led) 


Re =1+ 2+3 


+. 


3 


Indicar verdadero (V) o falso (P): 
O seien een) 


CO -8+уй- (nen) 


ns 


O ide 
А) УУУУ В) WVF. С) УРУР 
D) FVVF E) VVFF 


El valor de la expresión: 


es: 
A1 B)-r Qi 
DE Sisi 
Simplificar: 

м. озах ветах 

(cos2x — isen2x)” 
no B o2 
ma D4 
Luego de hallar “Z” en: 
12|-2=1+2 

Indicar: Re (2) 
Mos B oLs 
DE E25 
Según el gráfico: 


А 


¿Cuál es el argumento principal de estos 
números complejos? 


SeaZ=i 
Entonces la suma de dos raíces cúbicas de 
Zes? 


м1 BA ©) 
Bi 3 

hady =a 

1,43 

зек ze- 

Siendo Z* un número real hallar *k" 

Азыеш вает 

Onez 

D)2n+inez E) бле 


Hallar la parte real del siguiente número 


team CALAPENSHKO 


=Z ={®єес/|®-1-1|<1;® H 
2 A Ë а. 1 Isu sans Ë] 
para: Z = соё + isenê зл 
E DE 
Aino 8) (3) o taf) Ns nd 
: 2 »i Di 
9 (2) 5-50) 
1 = 
fi. Halle el argumento del complejo Z; tm(z+4)-0 
siendo: 
Z=cos0+isen0-1; бє 
ne ве 
2 
ER 
0 5-2 
12. Expresar en forma exponencial: x 


Z= 1- cos0 - sent 
para: 0 e (3л; 4s] 


AME 


т. "Ез 
ve [reef (£221). 25] 


a. 


© y 


n. 


1 


х+у 
¿Qué representa: |Z -а| = [2-62 
Donde: (a; b) c R 9 z RUR 
A) Un punto B) Dos puntos * 
C) Una recta * 
D) Una circunferencia E) Una elipse 
E 


18, Describir los números complejos Z tales 


1 


ques 
Be(zeC/-1«ImQ2«1 ^ |Z|=2} 


Cuál de las gráficas siguientes 
corresponden a la región? 


к= (ZeC/|ReC2I s m2] 21; 12151) 


¿A qué conjunto de números complejos 
corresponden la región mostrada? 


y 


^ 


те" eC/zIz0«052]. 


f 
m [{2=reecflz-ail 5750573 j 
o frs” eg) A RES 


D) [z^ ie" «clzisa;-nso«r) 
E) (2=re? ec/r22;050<25) 


¿A qué conjunto de números complejos 
corresponde la región mostrada? 


y 


afz: 


[zs iso zanos0< 
B z=" /izisaniz- V3 -112110508 
ате шз 8 eine 


| 
| 
| 
D fz- iens -sile rnos] } 


{2= etf szstz-iieinosos 7] 


22. Cuál de las gráficas siguientes corresponde 
al conjunto de nümeros complejos: 


P-feec/ie 1e) 


MES 
06-9. 


2» Graficarla 
в- [ЕУ 1m(221; |Z[«4) 


^ y 


в) 


24. Groficar la regi 


&-[eecfiatenenett АЕБ 3 


e >> 


эд 


DNI p. quo 
* Ran > 


25 Graficar la región: 


P. 


'C/ Iz-illZ«ils 4A RK V mCZ) |< Vda 
x ES 
iem] 


Anu » P 


^. 
Y 
num ю d^ 
+ ^ 


-1y-1 
юз. e рас due 
D) 21 Dai 
7. Siendo los conjuntos: 

a= (zec/ z+ а) 

Ss 
Hallar AN B. 
MERI 


Indicar verdadero (V) o falso (P) а cada 
una de las siguientes proposiciones: 

() cosieR 

O Arg (4) =21n2 

С) Se define el seno hiperbólico de x así: 


senhx = 


= senha = i sen ix 


Av © B)WE ОРУ 
Буруу E FFF 


Halle Z € C tal que verifique la siguiente 
igualdad: 
sen2 =2 
A) -in[@+ i] 
B) iin[(2+ Di] 
o -in[Q2-J5i] 
D) it[Q-J5i] 
E) Нау dos respuestas 


Reducir la siguiente expresión: sin є Z л 
P=1 
E= Q ticom? + (1 icon 
(L+ капа)? +(1- апл)?" 


B)tan"x 


Hallarla parte real de Z, siendo: 
272,2, 247 


A)cos(0-6) 
C)2cos(0-6) 
D)cos(0- 8) куо 


B)2cos(0 +4) 


35. Dado el número complejo Z = re? no nulo, 
se define el ortogonal del complejo Z como: 


2 = iZ, siendo у7® recíprocos, entonces 
la gráfica de"Z"es: 


^ E B) den 
| кал | E 
о и) 


E) Im) 


эа, Indicar verdadero (V) ó falso (P) a cada 
proposición: 
(icu Er ат 
n. cosins- Š, 


PAI 
c x20 


AV 
Буруу 


B)FFF 


37. Siendoel número complejo W= e” 
Hallarel número: 
-w-w? 


iderar.0 z 
Consi EE 


A) aseno" B) 2sen20e 
C) 2cos 0e” 
Damse) paren 


3& A qué conjunto de nümeros complejos 
corresponde el área sombreada. 


Aw e CI IWi1) 
в (не отел} 

ofw. мет лоси) 

o) (we e wii a 0sAutw-ns3E 
niw. c/In- Vile лолаи) 


38. Indicarla región que mejor representa a: 


n^ (z«v*/|z|3 o |2-48-i|21) 


КИ в) y 

x 3 
o фу 

* 
D yp E) y 

+ d 


team CALAPENSHKO 


40. Hallarel equivalente de: 


a 


Z = arccosi 


A) ila(/2«1) B) iln +1) 
© ila + 


D) ilnty2i «i) E) iln V2 


SZ = x + ly siendo хе y reales. Cuál es el 
lugar geoméuicoquedetermina: == 2 


A) Unaelipse 
B) Unahipérbola 

©) Unarecta 

D) Unacircunferencia 
E) Unaparábola 


Si, a e R*, resolver en el campo complejo 


parazen: аё=1 


A) 2504; k e Z. 


Hallarla parte imaginaria de: 


= сач" 
“ 


A)2nsenl — B)-2nsenl — C)2ncosl 


D)-2ncos1 E)nsenl 


are +2252) 
20090 


A partir de la siguiente identidad 


(Le cosx = isenx)* 
соз2х -isen2x 


Calcule el valor de: А + B + C = 16 


= Acos2x+Beosx+C 


^16 
D)22 


51s c20 


E) 24 


i zl. 
Si: 2+} =2c0s0 


-0 


¿Cuál es el valor de 2cos™ Ө; me 2*? 


team CALAPENSHKO 
Luo Й urmia d 


48, ¿Cuáles el valor de: A les son las soluciones de e en 


20560 + 6cos40 + 15cos20+107 verso + icovo? 


Usar: cos0= E 


A) 8cos*. B)l6cos*o C)32cos* 0 


D) 64cos û E) 4cos0 


4$. Un complejo W es llamado raíz enésima de D)w=3 kez 
un complejo Z si y solo si: W" =Z ьал 
Siendo: 2 
Entonces W es una raíz enésima de la 


unidad / W v 1 
Calcule el valor de 


1+ W + WP + + 


ла в)з 
D)o 


team CALAPENSHKO 


Los problemas típicos que dieron origen al Cálculo Infinitesimal, 
comenzaron a plantearse en la época clásica de Grecia (siglo Ш a.C), 
pero, no se encontraron métodos sistemáticos de resolución hasta 20. 
siglos después (en el siglo XVII por obra de Newton y Leibnitz). 


En lo que atañe a las derivadas, existen dos conceptos de tipo 
geométrico: el problema de la tangente a una curva (concepto griego 
estático en contraste con el concepto cinemático de Arquímedes) y el 
problema de los extremos (máximos y mínimos) que en su conjunto 
dieron origen a lo que modemamente se conoce como Cálculo 
Diferencial. 


El problema de la tangente a una curva, fuc analizado y resuelto 
primeramente por Apolonio (200 a.C.).En el libro йе su obra hacecl (БЯ SARC NEWTON 
estudio de los diámetros conjugados y de lastangentes а una cónica. 


Newton, tardó mucho en dar a conocer sus resultados, La notación que usaba era mas sugestiva: lo 
que nosotros llamamos f (x) ó y, él lo llamaba "cantidades fuentes”, y la derivada, D f (x) era llamaba 
"fluxión". Además, se le escribía en lugar de D f (х). El mismo Newton escribía cosas como 1 
sigulentes: "Los momentos - las actuales diferenciales - dejan de ser momentos cuando alcanzan un 
valor finito, y deben por lo tanto considerarse como magnitudes finitas nacientes”. Frases tan confusas, 
que Newton debía entenderlas muy bien, pero, para otro que no fuera su inventor del método, suenan 
bastante íncomprensibles. 


En el año de 1669, Isaac Barrow (1630 - 1677), recibió de su alumno Isaac Newton, un folleto titulado. 
De Analysi per Aequationes Numero Terminorum Infinitas. Contenía, nada menos, que el esbozo casi 
completo del Cálculo Diferencial e Integral. Aquel mismo afio, Barrow decidió que su alumno sabía 
mucho mas que él, y que tenía por lo tanto mucho mas derecho a la cátedra de matemáticas con mas 
merecimientos que el propio Barrow; su titular. Con una generosidad y un desinterés dificiles de igualar, 
Barrow cedió su cátedra a Newton. 


А los 40 años, siendo profesor de matemáticas de Cambridge, Newton escribió los Principia: 
Mathematica, tal vez el tratado científico de mayor influencia jamás publicado. En el aplicó los 
conceptos del cálculo para explorar el universo, incluyendo los movimientos de la tierra, la luna y los 
planetas alrededor del sol. Se dice que un estudiante observó: "ahí va el hombre que escribió un libro 
queniélnilos demas cor w. 


MATEMÁTICA 17 


La teoría de límite es base para el estudio del cálculo diferencia e integral. En el análisis matemático 
es una herramienta fundamental para las diversas aplicaciones en ciencias e ingeniería. 

En este capítulo veremos los conceptos de limites y derivadas, dando énfasis a las aplicaciones. 
trigonométricas. 


Consideremos a la función Е definida por: 


F:iR>R/y = F(x): ;xe3 
EE F 
Redefiniendo la función, tenemos: 

y-Rp- DE да 

у= Кк) =х+3. 

Cuya gráfica viene dada por: 


Observar que si "x" se aproxima a 3 por derecha o izquierda "y" se aproxima a 6, es decir “x” Чепде а 
Sa SE mem RIS UNO s 


Lim FG)=6 e» Lim 


E] 


DEFINICIÓN DE LÍMITE. 
Siendo: e= Épsilon y 8 = Delta 


El número real L es el limite de la función Р en el punto "a" que no necesariamente pertenece al 
dominio de E si para cada c > O es posible determinar 5» 0 que depende de “a” y “e” tal que: 


DEFINICIÓN 1 
Ly esel límite lateral derecho de F(x) cuando “x” tiende hacia “a” por la derecha. 


DEFINICIÓN 2 
Lesellímite lateral izquierdo de F(x) cuando “x” tiende hacia “a” por la izquierda. 


Donde x— a” esequivalentea: x «a 


Dada la función real de variable real F el límite: 
Lim М) =L 


existe siy sólo siverifica: 
[TEOREMA DEL SANDWICH 


Senn las funciones y = FG), y = GG) л y = HO) tales que: FG) < GOO SHO), si se cumple que: 
Lim FO) = Lim HG) =L 


Entonces se cumple que: 


Consideremos alas funciones F y G definidas por: 
F:ROR|y-FO): хер, 


G:ROR|y-GQ); xe Dg 

y la constante k", tenemos: 
Lim FOO 
imk- E 
A E E] Штоб) 


D Lim[F0)G00] тю) lime) 9) Lim[F)9] = [imro] 22 


3) Lim FG) бо] -LimFG) . тб) 


Son expresiones que pueden asumir una infinidad de formas, entre ellas tenemos: 


$2; Z; а-ә: 0.> y 1° 


3) rona 2 
Бї una expresión asume esta forma cuando x = a, el factor (x — a) se deberá cancelar del numerador 
унынан 


Ejemplo: — Calcular: L=Lim 


Е 


Rel  Unaripiaispecónperniechsearquesix« 2 obtenemos la forma © Jugo 
levantando la indeterminación tenemos: 
Lim | CED 
gin 
L- ims 2) 
1-2-2 
1-4 
2) FORMA i* 
SIunafuncióny = FO asume esa formasedeberibucarque: т) = (1+2 ] 


D Lim [sento]=0 
2) Lim [сов00]=1 


з) us [582] 


жш x 
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TRIGONOMETRIA: 


[EROPIEDADES] vx eR, p eR- (o) 


dy 2°] اا‎ 


El área de un círculo de radio R es zR? 

DEMOSTRACIÓN 

Sea S el área del círculo de radio R. Acotaremos S mediante los polígonos regulares de n-lados inscrito y 
circunscrito al círculo. 

Sca elárea del polígono inscrito = S}. 


255-5 
elárea del polígono circunscrito = S. 


team CALAPENSHKO. 


nm————— 


Por lo anterior: Jim, = im S; = sR? 


Por el teorema del Sandwich: limS==xR?2 => 5шдд? 


+ El área de un círculo de radio R es zR? 


¡DEFINICIÓN 
La derivada de una función Fes otra función denotada por F', cuya regla de correspondencia es: 


Donde: Dp c Dy 


Observación: Dada la función F en forma explícita y = F(x), existen varias formas de representar 
asu derivada, veamos: 
y E -r9)- ny =D 


La pendiente de la recta tangente a la gráfica de la función P en el punto (xç; F(X;)) es la derivada 
de Fevaluada en xy 


Elvalor de la derivada en cualquier punto de una curva es igual a a pendiente de la recta tangentea 
la curva en dicho punto. 


2 


P=" (ne Q) 


3) F)- GG) HG) 


4) Fo) =[000]" ... (n 


5) FG)-GG). HG) 


go 


Es HG) 


FG) 


FG)-0 


Е) а.х" 


> Е) = Сх) +Н') 

eQ > Рх) = п. [00)]"'. б") 
— FO)-G'09).H00 « GG). H'GO 
> Po- S6) HO) - GG) . HO) 


Hor 


DERIVADA PARA FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


D yesen[G)] э 
2) y-co[F)] — 
з) y= unl) > 
4) у= соро] > 
5) y-sec[FQ)] > 
6) ysce[FQ0] > 


y'= cos[F00]. Р(х) 
y'= -sen[F00]. FG) 


y'= sec? [FOO]. FOO 


y'= -a [69]. F00 


y = sec[F00]. tan [F00]. FG) 


y'==cse[F00]. cet[F00]. F'G) 


¡DERIVADA PARA FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS: 


1) y =aresen() ; Vxe(-1) 

2) y =arecosto) ¡Vx (11 

3) y =arctanco ixeR 

4) y=arccot(x) ixeR 

5) yarcsec(x) > y'=- ; vxen-[A1] 
Ф215] 

6) у=агссяс(х) > — ivxem-[uu] 
»x^-1.|x| 


TRIGONOMETRIA 


1) EXTREMOS RELATIVOS (Máximos y Minimos) 
Dadala función y = Р(х), se resuelve а ecuación F (x) = 0. sea xy la raíz de la ecuación anterior 
14) Si Fg) < 0, entonces F(x) esmáximoen x= xy 
13) Si F(x) > 0, entonces Р(х) esmínimoen x= x, 


Teneren cuenta que F'(x) representa a la segunda derivada de la función F(x), Veamos un ejemplo: 


si: FO)e2 +42 +2 
Entonces: — F()e6x + 8x 
Asimismo: — F'(x) =12x + 8 "Segunda derivada de F(x)" 


2) CÁLCULO DE LÍMITES (L' Hospitall - Bernoulli) 
Sean F(x) y GG dos funciones derivables de modo que la expresión: QQ) ssumelafoma yy st 
cuandox=a 


Para levantar la interminación se deriva simultáneamente a cada término de la expresión: 


Este proceso se podrá realizar tantas veces se requiera para levantar la indeterminación. 


Utilizaremos derivadas para hallar las pendientes de las rectas tangentes a las cónicas antes halladas 
en los capítulos 18 y 19 en un punto РО, y) 
CIRCUNFERENCIA 
жх? ку? нт? 
Derivando respecto a x 


como Pe ¥= xf +yğ = 


> Faapo Хо + YY 


PA 758 E rr 


A todo el püblico en general: 


El Proyecto Modo Scan+100 2.0, nace de una idea del 
Team Calapenshko, 

el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente, este libro 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analíticamente, así que te invito a leerlo. 


No pagues por este libro de circulación gratuita, 
büscalo en la red. 


Atentamente, el GRUPO CALAPENSHKO 


28 de agosto del 2020 


dle 


TRIGONOMETRIA 


Tx = apy 


Derivando respecto a x 
2x=4py' > y'= = 
By Y “| 

Para el punto P(xo ,yo) 


= m. 


ر 
i‏ 


ELIPSE 


Para el punto P(x yi) 


> msw<as TY T ry, 


team CALAPENSHKO 


MATEMÁTICA 17 


JERCICIOS DE APLICACIÓN: 
4. Calcularcadalímite: 


ad 


1=Lim[ costo + senco ] 


5 Determine la derivada en cada caso: 


a) Fo) ex! ax +10 


b) R(x) =cos(2x) 


&  Determinelopedido en cada caso: 


a) Si F) = 
F()«FC)- 


b) Si Fx) = 2sen(4x) 
FO 


team CALAPENSHKO. 


Resolución: — Uma rápida inspección. permite observar que FO)= SX tiene por 


dominio a R — (1) , con lo cual x=0 pertenece al dominio y no origina 


Resolución: Una rápida inspección permite observar que воо = SEX asume a forma 


® <i x = 0, con los cual es necesario levantar la indeterminación. 
Por diferencia de cuadrados: 
PAS 


FOX) =x+senx 


Ahora en el límite tenemos: 
Le Lim(x+senx) 


L=0+0 


L-0 


Resolución: 


En la C T tenemos un ángulo central que mide * 


Observa que MN < MO < PQ @) 
Lm 
Asimismo MQ = x (2) 
PQ - anto) 
Alora (Den) ено) x cue 
senta) 
setos х <k 
б cos(x) 
ири» 0), 1„_1_ 
ы w: sen(x) х sen(x) 
марево por sento: 
cos(x) < 38209 <1 
; 
юаш: cost 


Recordemos que six -+ 0 entonces kx — 0, siendo k un real cualquiera. 


Reescríbiremos la expresión afectada porel límite de modo que aparezca 
ЖЕ, pues asi izaremos cierta propiedad ¿cuál? esta in [809] 1 


Resolución: Ре acuerdo con la definición procedemos de la manera siguiente: 
х) = sen() 
+) = sen(x + h)| 


Rash- Rix) =2sen[ 1 


AN dividir por" tenemos; АЗ В-ВО û 


Fix +h) = Fx) 
D 


twitter.com/calapenshko ` 


Ahora enl line: ра [ERDE] 
hl h 


ЫЕ 
For definición: РО) = Lim Tp. 
2 


Por propiedad: Рх) = Lim| x 


} FGx B) - FG) = sen(x + B) senf) 


idest) 


2sen( cos{x 


h 
h 
O 
2, 
=! h 
En 


Ez 


h 


tim cos(x+ B 


Fácilmente podemos notar que si h — 0, entonces Ë -+ 0. 


=) 
Ahora tenemos: РО) im 7,2 |. Li 
B 


8 


F()=1.cos(x+0) 


FG) cos) 


2 


PA A 76 EE AA 


team CALAPENSHKO. 


Resolución: — — Procedemos a determinar FG) 


FG)» cosas) = oso]: 
FO) - 5 [cos29]:* .[-sent20). 2] 


F)- 3. [oso] .[-sent29).2] 


roae 


r0. 


Resolución: De cur col er procedens derivar a F(x) para luego evaluar a su 


derivada en x = 1. 


FG = [sente + coste] 
корек оар (costra). x sene): я] 
Fo) реж) costo] coste) sento]. я 


А feste - senlzx)] z 
FO = sen) e costa 


Si “m” es la pendiente solicitada, se plantea: 


Resolución: — Е problema involucra derivar dos veces a E veamos: 
FG) = sen($x) 
Р(х) = соз(5х).5 
Е'(х) =5.соз(5х) 


Recordar quesi: А=В.С=А'=В'.С+В.С' 
F'(x) н 57, сов(5х) « 5. cos(5x) 
F'GO - 0. cos(Sx) +5. [- sen (SO 5] 
F'() «0-25. sen(Sx) 


mE Н) 


Resolución: Recordar que si a, b e tal que: 


asbsa 
Entoncessecumpleque: a=b 
En el problema planteamos + -1< snx <i 


Como x — (es positivo): -x< xenx «x 


team CALAPENSHKO. 


вво жш 


" x Qo атк ¿ х 
AMimismoxirlespodto: -s E 
ы Xa xa xu 


Mor voto ns: “pa (ce a o spa (2) 


Poe propiedad de la forma ©: -05 Lim Fa) «0 


Os Lim FG) «0 


^ Lim PG9=0 
- 


Resolución: — Aparirdelafunión: — FO - acsen() 


Tomando función seno: sen[FGO]e sen [aresen(x)] 


poc propiedad de inversa: ве] —@ 


Еп е! proceso de derivada :cos[F(x)]. F'G) = 1 


Po sro] 


Finalmente en (2): Fe 


Resolución: — Una rápida inspección permite observar que estamos frente а la forma 
indeterminada © „luego seguir la regla de Hospitall Bernoulli tenemos: 


пеюнема ROKE EE хо; агама: CIN asume la 


ON 
mo) 
Tumasa” дае 

FG) = (1 sen)" ENT 
otras] 


A) ASIA 


р уу eanan e 


Ahora en el límite tenemos: 
EN 
зао [li Пако 
Lete 
L=e 


Resolución: Reemplazando x = 0 en Fx) - 880-9813 v opine toma ®, luego 


pa = 00 -[1— соңу] + cost] 
x? соз(х). [1 + cos] 


о) 32060. [1-cos*co] _ sento. sent) 
«cos(x). [1+ cos00] х? .cos(x). [1+ cos(%)] 


senta) sent) 1 
al x laa 


Encllímiex=0: L= [1P ig 


METRÍA 


Resolución: — Reacomodando la expresión afectada por el límite tenemos: 


vialha] 


Fe x 


сите нее] 


Resolución: Mona EIE. Marin. periit awr que: d x md) реча 


390 [re Suet]. ase ll forma 1*. Luego procedemos a levari 
indeterminación. 


MEET 


возо" 


Enellimiex-0: Le(eP 


e 


team CALAPENSHKO 
ABRO 0 oo o ITO ATA 
Resolución: — Hallemos F(x) a partir de Р(х), veamos: 

FO = sen(2x) + cos(5x) 

Р(х) =cos(2x) . 2- sen(Sx). 5 


Ahora x =x: Ея) = 605020). 2-зеп(5х).5 
F()=1.2-0.5=2-0 


Resolución: Іл expresión Р(х) se puede reescribir de m 


D DT ied е on 
roll 


y 


| 
d 


team CALAPENSHKO. 


FONDO EDITORIAL RODO =m 


PROBLEMA 21 Calcular F(3) 


Sabiendoque: | FOO = sen[cos(2x)] 


Resolución: — Hallemos F(x) a partir de F(x), veamos: 
F(x) = sen [cos(2x)] 


FO) = созсоң], $8 


FG semen]. каси), 2 
FG) = 2. sen(2x). cos[cos(2x)] 


Aa 
Para x 2.sen(3).cos[cos[*) 


-2.1.cos[0] 


PROBLEMA 22 Calcular 


Resolución: 


la expresión afectada 


+ luego por Hospitall - Bernoulli tenemos: 


[-зепоо – 0] 
tL 1-0 


En el límite x 


Resolución: — Recordar que si y = аР, entonces: 


Se tiene: 


Resolución: еа FO = 5-3 sl x =0 obtenemos la forma D, luego por Hospital 


Bernoulli: 
К dae” -9 
Жж Ina 
аса] У sen 
de 
< Evaluando en x=0 vuelve а salir ®, nuevamente aplicamos Hospiall- Bernoulli 
E ees 
10-34 - 
аса] 7 7c 70 
d 
2 Q,M.P849.0. 14.140 
[E 
NT 
7 ^7 


а L=2 


CVPIVIOVTTESZIENMC E) А 


75 


Resolución: De acuerdo con la teoría, hallemos los valores extremos de F(x), la función dada 
es 
F(x) = sen(x). cos{x) 
а) [зеп соо] 
FG) 3 -sen(2x) 
i) Hallemos los puntos críticos: 


FG) -jes(29).2 
Fasa) 


F'G) едх) 
Ahora en cada punto critico: 
r(3) =-2<0 S (2) es máximo. 


5). Б (2) ETIN 


L y = FG) es máximo en. 


se, 9х 
Ai Ф: i DE; кет 


imi 9к+3)5 ; kez 


team CALAPENSHKO. 


MATEMÁTICA II 


D 


Calcular: & 
sens 
x0 | sen (2x) 
1 1 2 
№5 DE os 
s 3 
Dr Lr 


7 
& 
Si: 
F(x) = cos(5x) + 1 
a 
Calcular: 5 
19) 


F(X) = sen38*  cosS1*- senS1*. cos38° 
Calcular: 


Fm 
ло Bl 
Ed 
D) 2* 1 
Calcular: 
us [1962] 
ERU x 
ло LI o2 
1 
Dr DE 
Calcular: 
arcsen(3x) 
EBD sx 
5 3 1 
A) 3 в) 3 © 5 
1 
Ds юз 
Calcular: 
arctan(2X) 
E| senan 


п. 


12 


1. 


" 


D)-2 


Calcular: 


A1 
D) 2л 


16, 
ЧЕ 4 | 
Al 
DEI O. 
E)NA. 
т. 
[ Li 
Eus 
ld) 
E 
[XI o2 
Eo 
s Г 
ineo] 
1 3 
DA a? 
DH 
z 
1. 
[= 
вул oj 
EA. 


I TRIGONOMETRI 


Calcular; 
im [582090 
EE 
A0 DI 9-2 
D Da 
сша: 
А2 + в? 
Sabiendo que: 
bet) 
pr а) 
^2 BJ4 08 
D)16 EL 
Calcular: 
Lim [se = ا‎ 
mes 
' 
ло B1 ©) 2 
1 i 
0-2 E) 
Calcular: 
Lim 1-х2 
EE 
1 2 3 
al mi oz 
mi ni 
= E 


Lim [Ухх сте à 2 un [Een 
aro 


mm {к d 
2 
E 
А2 B4 ов ^ DE E 
1 3 
Ds m 5i аз 
Calcular: š 2& Calcular: 
PUES 
El I treni 
2 51 o Em 9-2 ga 
da 99 0)2 mo 
Calcular: 29. Calcular: у 
ub ре EPI us [o 7 ca(3-x)] 
iE жайынан 
Ao 591 o2 
* a m1 
ә Pig 9 de DEI 


»j DNA. 


team 
TRIGONOMETRÍA 


x 1 z 

ai 9-; oi 
1 

Dł ° 
z: Юю 


38. 5: Р(х) = зеп OO +3х y GO) = (x + 2)" 


Determinelatórmula de: Sc (Fo © 


3» Calcular: Li [220200 3 [eos (x32) «+2? 
ЕЕЕ | 8)3 [совбх+3)] (+2) 
Суз (2) [cosG-e2)* + 3] 
пуз (+2) [cos (62) +3] 
E)3 x2)" [cos(x+2) +3] 


39. Calcular “ab” si FG) = а cos (x) + b, 
cumpliendose que: 


35. Determinela dervadade: FÛ = ZÊ 


1+ =S] 


ena = A siendo: Sal 
в Si: y =arcsen(inGo)+arcsen( 3). 


zár 
Determine: 5 


n в —= 
E s 


i: F(x) = sen? (3x 
ELE 


3 
o 
"m за КЕ 
ax 7 
AE D) D 
A. nto xno 


EEL TEO 


41. Si y= an[arecos c - ЕЯ 


xe(-11). Determine Y 


sen 

1 ,[1*tanx 
э (as) ES) 
D NA 


43 Si: Р(х) = sen (cosi?) 
Determine: РО) 
A) -42хзеп(сов7х?).зеп7х?. cos(cos7x") 
В) —42xsen? x(cos7x?) . cos(cos7x?) 
©) —2xsen? x(cos7x?)  sen7x? . cos7x 
D) —42xsen* (cos7x2) . cos(cos7x?) 


MATEMÁTICA II 


A1 B)-1 со 
»i ю-1 
БЕ 
A2 B3 04 
DS E6 

7. Calcularel valor de “k”, donde: 

518 ا 

L 
A)2 B)3 С)4 
Ds EJ6 


Calcular: Lim (sen Vx «2 sen yx) 


na Ba со 

mı юз 
* 

Calcular: rG) 


Si FO) =веп(х). сов) 
a2 B-2 со 


team CALAPENSHKO 


. AA 
.  Mentifcar el tipo de cónica a partir de la ecuación completa de 


ESTUDIOS DEL MOVIMIENTO DE ROTACIÓN 


TEOREMADE ROTACIÓN DE EULER 

En matemáticas, el teorema de rotación de Euler dice que 
cualquier rotación o conjunto de rotaciones sucesivas puede 
expresarse siempre como una rotación alrededor de una única 
dirección o eje de rotación principal. De este modo, toda 
rotación (o conjunto de rotaciones sucesivas) en el espacio 
tridimensional puede ser especificada a través del eje de 
rotación equivalente definido vectorialmente por tres 
parámetros y un cuarto parámetro representativo del ángulo 
Totado. Generalmente se denominan a estos cuatro 
parámetros grados de libertad de rotación. 


COMPOSICIÓN DE ROTACIONES EN INFORMÁTICA GRÁFICA ` 
En informática gráfica a veces existe cierta confusión 

sobre la interpretación de la composición de rotaciones en RECHNER TRA: 

torno a los ejes (en el espacio euclídeo tridimensional), ya que la palabra ejes puede referirse tanto alos 

ejes del sistema de referencia del mundo como a los ejes del sistema de referencia local. 


CONCEPTO DE ROTACIÓN Y REVOLUCIÓN 

El movimiento de la estructura de una noría corresponde a un movimiento de rotación. Por el 
contrario, las barquillas de la noría realizan un movimiento de traslación o revolución con trayectoria 
circular Puesto que a la rotación también se le llama, errónemante, revolución, debemos diferenciar 
claramente el significado de estos términos. 


La rotación de un cuerpo alrededor de un eje (exterior o interior al cuerpo) corresponde a un 
movimiento en el que los distintos puntos del cuerpo presentan velocidades que son proporcionales a su. 

tancia al eje, Obviamente, los puntos del cuerpo situados sobre el eje (en el caso de que este sea 
interior al eje) permanecen en reposo. La orientación del cuerpo en el espacio cambia continuamente 
durantela traslación. 


Un ejemplo de rotación el de la Tierra alrededor de su propio eje de rotación, con un periodo de 
rotación de un día sidéreo. 

La revolución de una partícula o de un cuerpo extenso corresponde a un movimiento de traslación del 
cuerpo sobre una trayectoria cerrada, no necesariamente circular. 

Eneste movimiento, la orientación del cuerpo en el espacio permanece constante. 


team CALAPENSHKO ` 
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Las ecuaciones que representan las secciones cónicas o en general las de segundo grado, pueden 
sersencillaso complejas, este essegún el sistema elegido. Asílas siguientes ecuaciones. 


х2 ray -4 =0 L.. ver Figura 1 
x + ay? -2x-16y 18. . ver Figura 2 
Si 6y +52 +2x-14y+5=0 ..... ver Figura 3 


Representan a una elipse de semiejes igual a 2 y 1, pero en cada caso el sistema de coordenadas es 
diferente, por lo cual nuestra labor será escoger un sistema adecuado, para identificar que representa 
una determinada ecuación y lo haremos mediante una traslación y/o la rotación de ejes. 


Figura 1 


Dado el sistema XY, además el sistema X Y con orígen en el punto (h; K) y con ejes x e y 
paralelos  losejes x e y respectivamente. 


Del gráfico se tiene: 


==" 


Luego diremos que el sistema XY se ha trasladado paralelamente al punto. 
origen del sistemaXY. 


Ejemplo: — Dadalaecusción: 
y=2x+3 
Hallar la nueva ecuación representada cuando el sistema se traslada paralelamente 
al punto (1;5). 
Y pr 


Resolución: Usando (II) tenemos: 
x=x+1 
y=y+s 
Reemplazando enla ecuación: 
У+5=200+1)+3 
у= 


Lacual representa una recta que pasa 
porelorigen del nuevosistemaX Y- 


La traslación de ejes simplifica muchas veces las expresiones, pero en ciertos casos es insuficiente o 
inaplicable para conseguir la simplificación deseada, porlo cual recurriremos a una rotación de ejes. 


Dado el sistema ХҮ y el sistema ХҮ con el mismo origen de tal manera que el eje X forme un 
ángulo devalor a coneleje X. 


Considerando que a, esel valor de un ángulo agudo: 
Y 


Р(х: у) = PG; y) 


ОР = г del gráfico tenemos: 


x-rcos0 | La 
y-rsenü 
También: X = r cos (8 — a) = r созё cosa + r senê sena 


y = r sen (9 — a) = rsen9 cosa— r cosó sena 


A AAA TBS Маа тиреза Со тагт СА 


MATEMÁTICA II 


Notamos que el sistema XY asidorotado un ángulo que mide a resultando el sistema X Y 


Ejemplo: — Dadalaecuación 
2y=1 
Hallar la nueva ecuación si el sistema a sido rotado un ángulo que mide 45". 


Resolución: Enestecasoa a 45*y usando (IV) tenemos: 
х= X'costS"— y'sen4s" 
Y= X send" + y'cosas* 
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TRIGONOMETRIA 


La ecuación completa de segundo grado en las variables xe y es dela forma: 
AX + Bay +0y?+Dx+Ey+F=0 


Donde los coeficientes A, B y Cno pueden ser igual a cero a la vez. Usando una rotación de ejes, se 
prueba que una ecuación de segundo grado con B = 0 puede reducirse a otra en donde B = 0. 
Considerando: "соза —y'sena 
"sena + у'сова 
Enla ecuación general se tiene la forma: 
ATC y Te D''e Eye Fe 0 


Donde: A = Acosta + Bsenacosa + Csen? a. 
В' = B(cos a - sen? а) + (С-— А)(2зепа созо) 
C' = Asen? а —Взевасова + Ceos? a 
D' = сова +Esena 
E' =-Dsena + Ecosa 
Fer 
Si deseamos que en la nueva ecuación no aparezca el término x y, hacemos B' = 0 
B(cos! a.— sen? a) + (С А)(2звепа сова) = 0 
Bcos2a-« (C- A)sen2a «0 
Всов2а = (A= C)sen 2a 


een. n (A)+(C)=A+C 9 0 


ANC «B -4АС 
|) (DP «(Ey =D? +Е? 


Ejemplo: Hallar el valor del ángulo de rotación a que elimine el término xy de la ecuación: 
a + 2y «3? -16-0 

Resolución: Identificando con la ecuación completa de segundo grado: 
A=3;B=2;C=3 


Usando (V) tenemos: Зе 
cota: 
E 
сида» 0 
2a-90* 
а-45° 
"También es posible determinar el tipo de cónica que representa ecuación: 
Ax? +Вху + Су? + Dx +Ey +F =0 


aR 2272 =. 


ATEMÁTICA II. 


B'-4AC- 0 Parábola Dos rectas coincidentes. 
Ningún lugar geométrico. 
Un punto. 

ese = Ningún lugar geométrico, 

B*-4AC>0 Hipérbola Dos rectas que se intersecan. 


Hasta ahora hemos estudiado el sistema de coordenadas cartesianas rectangulares para 
localizar un punto en el plano. En este capítulo estudiaremos otro sistema denominado SISTEMA DE 
COORDENADAS POLARES el cual ofrece otras ventajas con respecto a las coordenadas cartesianas. 


1. POSICIÓN DE UN PUNTO EN COORDENADAS POLARES 
En un sistema de coordenadas polares un punto P del plano se representa por un par de 
números (r, 0), donde res la distancia del origen (llamado POLO) al punto dado. 


Eje ¿(Eje Normal) 
nyoo 


x 7] 
Polar 
(Polo) O ur 
ydonde Oesel ángulo de inclinación del radio vector OP con respecto al semieje X+ (positivo), 
llamado el EJE POLAR. 
Aquí, la medida del ángulo 0 estará dada en radianes. 


EJEMPLO: En coordenadas polares, el punto s= [ z) es ubicado dibujando primero un 


rayo que parte del POLO (origen) que haga un ángulo Ө = 2 rad con el semieje 


+X (eje polar); luego, sobre dicho rayo y desde el origen, semide r = 3 unidades. 
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TRIGONOMETRIA 


o 


2. EXTENSIÓN DE LA REPRESENTACIÓN 


Ро) [Si 0 зе mide en sentido antihorario. 0 > 0. 
(Si Ө se mide en sentido horario. 0 < 0, 


[Si P coincide con el extremo final del radio 
vector, r > 0. 

Si Q está en la prolongación del radio vector, 
| < 0 (es decir sobre el rayo 0 + 1) 


осо) 


EJEMPLO: Representar los siguientes puntos de coordenadas polares. 


A 
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SOLUCIÓN: Ubicamos el punto (2, - ] dibujando el rayo 0». en cuya prolongación, 


rayo 0 + л E, consideramos 2 unidades desde el origen. 


1=0 <> elpuntoesel polo. 
El polo tiene coordenadas (0, 
Si P (5.0) es un punto, entonces ((- 1)* , 0 + пл), n є Z también son coordenadas del 
mismopuntoP. 


DER. 


= у) = (0) 


a) DE POLARES A CARTESIANAS 
x= res 


y= rsenû 
Estas ecuaciones son válidas para todo r € R, ya sea r> O v 


team CALAPENSHKO. 


Ejemplo: 


em 
iia 
yas O 5.00 


b) DE CARTESIANAS A POLARES 


dy ma iy 


mno- X 
La última ecuación posee dos soluciones en [0, 2х) si 0 es el ángulo acorde a la posición del 
рано о re efe ry 


Si Ө se considera el otro valor = r = ih +y? 


Ejemplo: 
Expresar en coordenadas polares Q( -1, /3) 


r= + 3 22 


2а эл 
=> o= - 
[I > 0-3 v o 


tear ГАР! — 
падабен ALIEN 
ирик Dada laecuaciónr = send ———— a coordenadas 
— gra 
SOLUCIÓN Multiplicamos ambos miembros por г: 


dy 


P=4(sen0) ==> Y 
жу сауната 

Luego reconocemos а última expresión como la ecuación cartesiana. 
+ (y-2 =4 

que corresponde a una circunferencia de radio 2 con centro en (0, 2). 


1. EXTENSIÓN DE UNA GRÁFICA POLAR 
La extensión está determinada por una constante positiva Mtalque:|r| SM Vry0. 
lo que representa el hecho de que la gráfica está encerrada dentro de una circunferencia de 
radio M centrada en el origen. 


2. SIMETRÍAS EN EL PLANO POLAR 
1) CON RESPECTO AL EJE POLAR (EJE X, RECTA 0 = 0) 


Ocurre cuando la ecuación obtenida no varía al reemplazar: 
` (8 por ~0) o * ((r por =r) y (8 por x-0). 


M) CON RESPECTO AL EJE NORMAL (eer mecra 0-3) 


Ocurre cuando la ecuación permanece invariante al reemplazar: 
*(Opora-0) o * (rpor-r y 0por-6). 


(1,20) - Cr, - 0) 


б) CON RESPECTO AL POLO (ORIGEN) 
Ocurre sila expresión de la ecuación no cambia cuando hacemos: 
*Oporx+0 o *rpor-r 


En los tres casos de simetría expuestos anteriormente, basta con que una de las dos 
condiciones en asterisco se cumpla para afirmar la simetría analizada. 


RECTAS TANGENTES EN EL POLO 
Son rectas que pasan por el origen, cuya forma generales: Ө = 0, constantes, 


las que se hallan haciendo г = 0 en la ecuación polar, como veremos más adelante, y 
resolviendo para 0, Por ejemplo, en la gráfica de: 


200 => 2621000 e Pia = (ху-1+у1=1 
La dirección de las rectas tangentes se obtienen haciendo г = 0 en la ecuación y resolviendo 
luego para 0: 


0-26 =— cost=0 = |, 


MATEMÁTICA II 
4. INTERCEFTOS CON LOS EJES PRINCIPALES 
a) CON EL EJE POLAR 
Sehaceê=nr,n e Zyseballar. 
Ejemplo: Enr=1-cos0, 
87 nz,r- 1-cos(nz) 


Losinterceptosson (0, 2k) y (2, 2k + D), ke Z. 
b) CON EL EJE NORMAL 
Se hace 0= sens, neZ y se halla r 
Ejemplo: Enf=1-cos0 
r=1-0o9((Qn+D 


Нмекерю es (1, (2n +103], nez 


e) CON EL POLO 
Sehacer=0yse halla algün0 e R. 
Ejemplo: En r= 1-cos0. 


0-1-cx0 — cx0-1 + Q-0cR. 


> Existealgün tal quer = 0. 
=Existeimterceptoconel polo. 


Con todo loanterior, podemos graficar curvas que describen una ecuación polar. 


EJEMPLO: Graficarlacardioide: r= 1 + cosê. 


SOLUCIÓN: а) Laexensiónestádadapor: |r| <1 + [cos0|51+1=2 = |r| «2 
b) INTERCEPTOS. 
E: 


Hr 
2 


> 1=2,0=3 2-1) @=zx > r=0, 


Existen 4 puntos de intersección con los ejes principales: 
E 
«:®=2.0, 0, [ 3) 


Se verifica fácilmente que la gráfica solamente es simétrica respecto al EJE 
POLARX, pues la ecuación r = 1 + cos 0 no varía al reemplazar 0 por - 0. Por 
lo tanto será suficiente considerar los valores de Ө que cubran puntos de la 
gráfica en el semiplano superior; el resto lo conchuremos por simetría. 


d) RECTASTANGENTES EN ELPOLO.. 
Haciendo r = 0 enla ecuación r = 1 + cos, obtenemos: 
O=1+cos0 = cos0=-1 = 0-5. 
Porlotanto, la recta û = xes la única recta que pasa por el origen (polo) que es 
tangentea la gráfica enel polo. 


e) ТАА r=1+cos0 


Cuando 0 aumenta de O a x, cos 0 disminuye de 1 a — 1, y r = 1 + cos 0 
disminuye desde 2 hasta 0. 


. Contodos estos datos procedemosa construirla gráfica: 
CARDIOIDE 


r = 1 + cos 0. (Cardioide) 


TICA IT 


Del gráfico determinar sus elementos, cuando 
hacela rotación. 


. SiP'Q;3) Ө = 53° 


10. Si P'(-20)^( 


3. Si xe |х= 


fi. SiP(0;5)A 0 = 60° E - 


4 si у=-вэ | y = 


12 51р(4;5)л 0370 — Py) 


13. SiP(-1,2)40- 535 ео 


6 si y=s> [у= | 


& Si x«72 |x= 


14. SIPA; 0 лӨ=45° —|P'(x';iy)= | 


T. SUB C3: 4) ^ РО: 5) 


Entonces el punto P (x;y) es: 
>= ni 15. Si P(-2:3) n0=16" spen- 


} N 
A(- 2) + 4(y + 3) 160-2) -2y (63) 27 =0 
Desarrollando y reduciendo: — А 
Ax 3 4у'2= 25 (Ecuación de la circunferencia) 


Resolución: — Agrupando términos se tiene: 
ma (х2 + 8x +16)y - (x5 + 8x) = 129. 
(ce 4y y - B + 8x +16) 2129-128 
(x+4 y -Bx +40 =1 


Gay - Bal 
Haciendo: argar e у-8=у' eus) 
Obtenemos: xy =1 
Comparando (*) con la ecuación (D: 
x'x-h e y-y-k 
Tenemos: h=4 ^ k-8 


El origen debe de trasladarse al punto (-4; 8) 


BHEHEDESUDULENIEMIEISEDIgEuuIT EIE UE сіс сга 


Sea: Ах? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0 


Segúnlosdatos: В? –4АС = (2/3): -4(11(3) =0 
+. Setrata deuna parábola 
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Resolución: Моз piden la ecuación polar de la parábola. re 


Reemplazamos: — x-reO ^ y=rsen0 — rsenü--irico 0r] 


(01 sen'0) +1= -r° er sen 01 


r =r sen" 0-2rsen 0+1 = (rsenü-1* 


2rsen0= 


r-rsenü-1 v r=-rsen0+1 


Graficamos: 


1 1 
> vo 3) A =2 э Р=-2 


Como el foco (F) está ubicado en el polo, la ecuación polar de la parábola es: 


1 
lesen 


PROBLEMA G Laecuacióndeunacircunferencia en el sistema XY es: 
х2 41-4: + 6y +9 =0 
peroenelsisemaXYes ^ ~ 
xey 66x 2y 86-0 
Determine las coordenadas del nuevo origen. Mi gu 


Resolución: Usando las ecuaciones de traslación: xex'eh; y=y'+k 
En la circunferencia del sistema XY, tenemos: 
(xe BY! + (ne? (ee b) уч 949-0 
Agnipando convenientemente: 
x's y+ (ah—4)x'+ (2k + Gy КЁ —4h + 6k +9) =0 
Comparando con la ecuación del sistema X Y. se deduce: 
2h-4-6 л 2k«6--2 
h=S л -4 
2. Las coordenadas del nuevo origenson (S; -4) 


Tenemos la ecuación polar de la cónica: 
4 
"5372050 
3r-2rcos0 =4 


Para determinar su ecuación polar, hacemos los cambios: 


Reemplazamos: aya 


эё ey! =4+2х 


Elevamos al cuadrado: 9(x + y?) = 16 + 16x + 4x 
sê 59у? -16x +16 


Tenemos la ecuación polar de una cónica: 
r-2rsenü =1 š 
Sera obtener s ecuación caen lucas camblos 
[e =rcoso] y =rseno [t - 0" 
wm XE 
си 


Elevamos al cuadrado: x? + у? «1«4y«4y" 


ر رو 
xpi -1-4‏ 2 


ej 


шшр ы 
aca 
973 


А виз ecuación es a de una hipérbola cuyo centro et: :-3) 
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Resolución: Según los datos para el punto P tenemos: 
x'=25; y'=5; a-37 


Usando la ecuación (IV): ps 


Ро y) =P (25; 5) 


x=x'cosa—y'sena 


y =x'sena + y'cosa 


— 
EEE 
Resolución: Usando la ecuación de rotación (IV) tenemos: 

A(x'cosa — y'sena) + Ax sena + y'cosa)=12 


Agrupando tenemos: 


(4cosa + 3sena)x'+ (3cosa - 4sena)y'=12 


Luego para eliminar el término y hacemos: 


cosa 4sena =0 
E 
Entonces: LL 
Así: a=37 


El sistema X'Y' se generado cuando XY ha rotado a = 37° 


A todo el püblico en general: 


El Proyecto Modo Scan+100 2.0, nace de una idea del 
Team Calapenshko, 

el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente, este libro 
no debe ser coleccionado, este libro debe ser destruido 
analíticamente, así que te invito a leerlo. 


No pagues por este libro de circulación gratuita, 
büscalo en la red. 


Atentamente, el GRUPO CALAPENSHKO 


28 de agosto del 2020 
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Resolución: — Usando la ecuación (IV): 


Usando (*) en la ecuación original: А 
AED -є-* 
=> 
+ Esta condición representa a una elipse de lados 2/3 y 2 


a х 
Del gráfico obtenemos la ecuación de la recta. 


Para determinar su ecuación polar hacemos los cambios de: 


Reemplazamos: Ze rsenü- rcos 2 


dy rsen0-reos0=2 
Pa: t(sen8 cos) = 2 
O a 


E 
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Identificando: ^ A-4;B--4;C-1 
B -4AC- C4 -4(4)0) =0 


Luego la ecuación representa una parábola o una forma degenerada. 


[ =x'sena + y cosa 


Operando y reduciendo: 
Мбу'2-4у- 4/5 =0 
(у М9)64бу+)=0 


E y= s у y-— 


2 Dos rectas paralelas al eje X° 


Identificando: ^ A-1;Be2/3; C-3 
В? -4АС = (23)? -40)(3) => В? -4АС-0 


Luego la ecuación representa una parábola o una forma degenerada. 
Hallamos el valor del ángulo de rotación: 
A-C 1-3. 1 
s EE 
2a =120° 
л а=60° 
Así tenemos еп la ecuación (ТУ): 
UN ЧА kr 


A [y Ber 


Reemplazando (*) en la ecuación original: 
EAJ aa een) eter]. 
ene) eere 


Operando y. 
xay» 8-0 


25 =4(y'-2) ....... Ecuación de una parábola 


D] 


Clasificación de la canónica: 
A=1; B=2; C=1 = B'-44C- 22 - 4()() =0 


La curva es una parábola o una forma degenerada. 


Ecuaciones de rotación : 
x=x'00545"-y!seng5" 


y = X'sendS* + y cosas 


peg d rro ee z 
REDES ng) 
t$ <S 


Completar cuadrados para trasladar: 
(43 «y+ 


Hadendo: — x's3ex" , y'+2=y" 


“Trasladamos los nuevos ejes al nuevo origen O(-3; ~2) 
x"? = бу" ..... Ecuación de una parábola 


К rere r sd 


Resolución: Según las ecuaciones de traslación se tiene: 
x-x-2 
у=у'+з 
= Бату): 407-27 + Му'+3#+16{х'-2)-2М%у'+3)+27=0 
4х9®-16х'+ 16+ 4у + 24y'« 36 +16x'-32-24y'-72+ 27 =0 


Ах? ray? = 25 


De donde obtenemos la ecuación transformada: Py A 


Resolución: Іа ecuación de rotación: 
x =x'cos0- y'sen0 


у= x'sen 0+ y'cos0 


d 0-30 
us 
Reemplazando (1) ,(2) y (3 Jen la ecuación: 

x'cos0—y'senO-J3 (x'sen + y'cos0)-4=0 
AA) 


Resolución: — Utilizando las ecuaciones de rotación: 
x' 2 xcos- ysenü 


(cos xsenü 


Reemplazando en la ecuación el dato: 
(хсовӨ + ysen6) (y cos -xsen0) + 2 =0 


(хсов45° «ysen45? (y соз45°-хзеп 45°) + 2= 0 


Resolución: — Recordar las ecuaciones de rotación: 
x-x'cx0-ysenü 1.0) 


y =x sen 0+ y'cosê 2 


Ahora tenemos que reemplazar las ecuaciones (1) y (2) en la ecuación de la recta 
ne 
x'cosó — y'senü- 2x seno - 2y'cosü -3V5 =0 


Factorizando: - — x'(cos0-2sen0)- y'(sen0 + 2cos0) -3V5 - 0 


De acuerdo al dato: cos6-- 2senü = 0 


LI 


= эре 


(d) 


2 oy*3-0 


xex-2 wd) 
у=у'+з اس‎ 
La ecuación de la circunferencia es: 
С'=к%+у%-5 цз) 
Reemplazando (1) y (2) en (3): 


aya =5 
эї+ак+4+у?-бу+ә-з 


Desarrollando y ordenando: 
dry er 


AAA a RS 
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FONDO EDITORIAL RODO 


PROBLEMA 21 Dada la ecuación de la cómica: r= 


Resolución: 


ив 
555000 


Determine la ecuación polar de su directriz. 


Tenemos la ecuación polar de la cónica: 


Le, 
5-5зепб 


Sr-5rsen0=8 


Para obtener la ecuación cartesiana hacemos los cambios. 


x= rcosó y =rsen0 


Reemplazamos: 5} sy! sy =8 
зү ey! =8+ sy 
Elevamos al cuadrado: 25x* + 2577 = 64 + 80y + 2547 


2552 = 64+ 80y 


Queer ción de ша pria de vc en (0; y primero 


4 
p) igual a +. Graficamos: 


Así la ecuación de su directriz es: 


Tenemos: a- + y-2 -4 
Para llevarlo a ecuación polar hacemos los cambios: 


Reemplazamos: (rcosó-2Y + (rsen0- 2) =4 


yla нее - 


= r? -4rGen0+cos0)+4=0 06 
e 


x 
CE ° 


2 
= > r-res0=2 


AA tas ey 


A todo el püblico en general: 


El Proyecto Modo Scan+100 2.0, nace de una idea del 
Team Calapenshko, 

el cual es difundir todo aquel texto inédito que no esté 
circulando en la red. 


Nuestro Grupo Calapenshko hace el mejor esfuerzo para 
digitalizar este libro, y así usted estimado lector pueda obtener 
la mejor experiencia que toda persona desea al abrir un libro. 
Este proyecto llega gracias a las donaciones que se pudo 
obtener de 100 personas comprometidas con el proyecto 
MODO SCAN+100 2.0. 
Este libro no debe ser prostituito monetariamente, este libro 
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Resolución: Ecuación rectangular de la Parábola: 
xay 
En coordenadas polares: 


гено 
[e 
= poose 507 
Ба) 


s oredmnOsco 5 
PP: p. чиду w в 


Resolución: * Ecuación polar de la hipérbola: ? f 
^ Ecuación cartesiana de la hipérbola: х2 — y* = 4 
cm 4,0 [з 
Cambiamos: 
` чай 


ene eek 
metopias» riento 12089-4 
SN po 

Panao 4 

1-tanto_4 

i TOR 


2 зш?в- 0-4 
Басса 


1... Halle la ecuación de la circunferencia que 
pasa porel punto A(0; 2) y es tangente en el 
origena la recta: 

У:зх+у=0 
cuánto éste es trasladado al nuevo origen 
Py) 


Axy?  вух?+у?%=з 
©) х?+у?=7 
0) х'2+у2-9 xy es 


2 Transforme la ecuación dada trasladando 
los ejes coordenados a un nuevo origen 
ubicado en (2; 3) 


y!-4x-6y +17 =0 


Ny max! Bye Суу?=х' 
D)x2=4y' Е)х'®=2у' 


3 Halle la nueva ecuación de la 
circunferencia: 
Cix’ жу? +6х+4у=0. 
En el caso en que el nuevo origen sea el 
punto Py = (-3;-2) 


А) х'2.у'2.-13 В) х'20у'2.3 
С) x+y =1 
D)x ty" E xjey?2i2 


4 Hallar la ecuación de la curva representada. 


Ax! + 4y? 16x 24y +27 =0 
sielorigen estrasladado a 0'(-2; 3) 


MATEMÁTICA II 


¿A qué punto debe trasladarse el origen 

para eliminar el término constante y el 

término lineal en "y dela ecuación: 
8y!-6x-24y «15-0 


Por una trasación de ejes, elimine los 
términos lineales de la ecuación: 
xy + ax + by +e =0 


Axy-abec  Bxy=b+ac 
Oxy = ab-c 
DixY=a-be — E)xy=a+bc 


En un sistema que а rotado un ángulo que 
mide 45* la ecuación de una cónica es: 


YA + y) =1 
Halle la ecuación en el sistema XY. 


nl ma Оза 
D) xy =-2 E)xy=2 


Elpunto: 


Hasido obtenido después de haber rotado los. 
ejes coordenados un ángulo que mide 15°. 
Hallarla coordenada original del punto "P". 


A 23; -3) B) (4/3; -6) 
© Q2: з) 
D) (3; 343) E) (4; 243) 


AEREA A AAA 


D 


m. 


п. 


12 


1 


Halle las nuevas coordenadas del punto 
medio del segmento AB cuando los ejes 
coordenados rotan un ángulo de valor de 307, 
ЧАЙ; 3) yBG;-9). 


28) 

D) (09-03208) 

E ES 3-24) 

Hallar la ecuación de la recta: 
dix Ву-4=0 


Después de una rotación según un ángulo 
quemide30”, 


Ay-2-0 В)х+2=0 Ox-3-0 
Dy +2=0 Ex43-0 
Por rotación de los ejes coordenados, 


transformar la ecuación: Y: 2x=y = 2 
Enotra que carezca del término en х. 


Ay-245=0 В) V5y'-2=0 
O y+/5=0 
D) V5y'+2=0 Е) 2у'-/$5=0 


ity = 2x es la ecuación después de una 
rotación de un ángulo de valor 53°, hallar su. 
ecuación enel sistema XY. 


Ny =x 
O x+y =1 
Dieta 


La mueva ecuación de una curva es: 
xy+2=0 

Después de una rotación según un ángulo 

que mide Ө = 45°, hallar la ecuación 

original dela curva. 


B) y=-2x 


E)x+y=1 


15 


ГА 


Por una rotación de ejes coordenados, 

transformar la ecuación: 
d:x-2y-345- 

enotraquecarezca del término en x, 


Ay*4-0 DY-5=0 OY+3=0 
Dy -6=0 Dy+8=0 
Sialfouarunaroracón de cjessegin un ángulo 
agudoquemide V apendientede are: 
2:35 y-4 2-0; es] 
Hallarelagilo de rotación de valor”. 


A)45° B) 30° [rd 
2 1 


D) aretan 2 E) arctan 
Hallarlaecuaciónde: у = 3x43 
después de haber girado los ejes un ángulo 
quemide 60". 


ЩА, 3 £ 
ar my] oy-5 
sl Аа 
Dy-j Dy-x 


Grafiquela cónica: Se? + 4xy + 2y = 2 


fi. Hallar las nuevas coordenadas del punto (2; 
2), cuando los ejes coordenados son girados 
primero un ángulo que mide 45* y después 
son trasladadosal nuevo origen (-1;1) 


A) C22; 42) в) (2; 2) 
© (242; - 2) 
D) (42; 3/2) E) (2/2; 42) 


19. Poruna rotación de un ángulo que mide 45° 


de los ejes coordenados, una cierta 
ecuación se transformó en: 


4x 39y? „зв 
 Hállese la ecuación original, 


A) 5х2 -26%у +5y* «72-0 
5х2 -21xy + Sy" «1850 
Ax! ay + 4y" - 5-0. 

5х2 -13ху + 2y +17 =0 
4x? + 3xy -2y +13 =0 


Mediante una rotación de coordenadas, al 
eliminar eltérmino xy dela ecuación: 

S - 2 «Sy! 15/2 - 3 =0 
Notamos que el coeficiente de У es -15. 
Halle el coeficiente dex 
А15 B)15/2 
D) 30/2 


сузо 
E)35 


Hallar la transformada de la ecuación dada, 
al girar los ejes coordenados un ángulo 
cuyo valoró se indica: 

5х2 e3xye yin 


С) 27x*+3y2=20+7xy 
D) x2+3y2= 
E) 2х2 +3у2=6-4у 


MATEMATICA II 


Grafique la cónica: 


9x* - 24ху + 16y* - 40x -30y =0 


R 


Determine el gráficode: 
+2xy ey! «16/2y =0 


oxusuedeje»/ui02 1931) 


PA 14 a ЧЁ 


M. La ecuación que se muestra es de una curva. 
Halle sec 46, siendo 0 el valor del ángulo de 
rotación de los ejes coordenados, para que 
dichacurvaseencuentre en posición estándar. 


2 y 
-2 
x 17 
в) 15 ©) 8 
7 
Pio 


25. Lasigulemecura: 
Edy ey! e2x-Ay eu 
Representa a una: 


A) Ellipse 
B) Parábola 

C) Hipérbola 

D) Dosrectas paralelas 

E) Dosrectas perpendiculares 


26. Del gráfico mostrado, halle la ecuación de 
larecta* "enel sistema x) 


27. Lasiguiente ecuación: 
4х2 -4ху + y! +8х-—4у-5=0 
Identifica: 


A) Unaparábola 
B) Unaelipse 

C) Unahipérbola 

D) Dosrectascoincidentes 
E) Dosrectasparalelas 


TRIGONOMETRI 


28. Halleelárea encerrada por la recta 
4: x+y-4=0 

y los semiejes ХҮ en el nuevo sistema 

generado al rotar los ejes un ángulo de valor 


$= 37 ensentido horario. 
300 Ioa oy 
A) 7 B) 7 © 7 v 
200 a 25a 
БЕ: 525, 


28. Por una rotación de los ejes coordenados, 
transformese la ecuación dada en otra que 
carezca del término x y 

9х2 e3xy +9у? =5 


A) 4sx'2-9y'2=10 
B) 215'2+15у'2=10 
©) 92+13у'2-10 
D) 8x". 6y? es 
E) 8x"-6y" es 


30. Halle la excentricidad e y las coordenadas 
del centro de una hipérbola cuya ecuación 
está dada por: 

7x3 + 48ху -7у? + 20x —110y —100=0 


^ 
в) 
9 
D) 
E е=/3 5020 


Se tienen los siguientes puntos en 
coordenadas polares: A (3; 32°) y B(6 92°). 


Calculelalongirud de AB. 
DE Ba ©) 348 
0)5 E) 6 
32. Sim es la longitud del lado recto (en u) yn 
esla excentricidad de la cónica: 
r 
B 
A2 B3 ©) 2 
E 9 
ma da 


^ z B) Va O22 
D 5»? 
2 
34. Determine la excentricidad de: 
A 
15000 
5 12 5 
^5 DË ož 
12 13 
DES DE 


35. Lassiguientes afirmaciones; 
i se) cati 
П, r = sen O es una circunferencia. 
TII. r = sen 20 es una rosa de 4 petálos. 


М r= sen 30 es unarosa de 3 pétalos. 
V. r sen 40 esuna rosa de 8 pétalos: 


Cuántas son incorrectas: 
Ао B)1 92 
D)3 54 


36 Acerca deir s tn) setienenassipuien- 


tesafirmaciones: 
1. Noesfunciónenx» 0. 

П. Su máximovalorde2. 

Ш. Essimétricorespecto del eje de ordenadas. 
IN Su gráficotiene la forma de un lazo. 


Cuántas afirmaciones son verdaderas. 
ло b ©? 
Da B4 


37. Halle la ecuación rectangular de la cónica 


cuya ecunciónpolares r! = 1 
ME ya 
2 
в.д 
2 
95, 
mE 
F 


B 


es la ecuación de una 


cónica en coordenadas polares, determine 
la ecuación de una recta directriz en 
coordenadas cartesianas. 


A)x--2 


5 
Dx 


29. Un segmento AB de longitud fija 6u, tiene 
sus extremos en los ejes cartesianos. Desde 
el origen de coordenadas (0), зе traza la 
perpendicular OP al segmento AB. 
Determine coordenadas polares, el lugar 
geométrico descrito porel punto P. 


A)r-3senü 
B)r- 3cos8. 
©г=бзепе. 
D)r= 3sen20 


E)r-Ssen'ó 


=== [TT]=zmzaz==x==>a= X 


40. Determine la ecuación de la recta, en forma 
Polar, que pasa por la cuerda común a las 
circunferencias: 


(ux +y-8x+6=0 


tix + y!-Mx-6y 438-0 


A) A rsen +79) «15 
B) 42 rsen(ü - 82%) -17 
C) Sd rsen(ó -827) - 16 
D) 5/2 rsen(82* — 0) 
E) 3 E rsen(o 457) =16 


41, La gráfica que representa la ecuación polar: 


P'sen20 = 2es: 
Ny з y 
х х 
qt 
ç 
D y Do y 


42. Laecuación polar deuna cónica es; 


1090 
Entonces determine su ecuación cartesiana, 


Ay-4&«1 By-23-0 
Oy -46-2 
Dy-26-2  Ey'-4(-2 


42 Determine la ecuación polar del lugar 
geométrico cuya ecuación rectangulares: 
+2) 5 25-4 
А) 12 4rcos0+2=0 
B) 12 -4rsend+2=0 
C) P -4т5еп0 «4 «0. 


D +a sen (0+ 5) «2-0 
юг +ауйзе(ө+&)+а=0 


44. Una linea curva Cresulta de: 
стазе, para 0<0 <Š. 


Se puede afirmar (V) o negar (F) que: 
L. r = - 4 sen (z + 0) describe el mismo 
lugar geométrico #. 

IL г = 4 sen (x + 0) describe los puntos 
simétricos con respecto al polo de €, 
Ш.г = 4 sen (- 0) describe los puntos simé- 
tricos con respecto al eje polar de f. 


AY 
D)VFF 


Bwe Сууу 


E)FVE 


45 Calculela suma delos ángulos que hacen la 


site acier 
—À 

A)90* B)180* C)270* 
D)360* E) 450" 


Team GAAPENSHKO. 


46. Paralahipérbola 9x7 — Ay" = 36, determine 
la ecuación de la recta asíntota de pen- 
diente negativa, en coordenadas polares. 


A) an0 = 


[I 


D) cotê = 


E) r=tan0 


47. Calcule el área de la región limitada por los 
ejes de coordenadas en el primer cuadrante 
conlacurva: r = sen cos 


48. Las asíntotas de; 
Asecü y r = BescücalculeA +В. 


N2 94 96 
D)8 810 


49. Las directrices de la cónica 12 = 2 csc 29 
forman los ángulos a y f con las asíntotas 


de: 9X5 167—144 = 0, calcule: 
5 tan a + 7 an f 
4)-20 B)-24 C)28 


D)32 E) 36 


50. Identifique el gráfico descrito рог la 


ecuación: x* + y + бх°у? = 8. 


a B) 
о 
D) E) 
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TABLA DE DERIVADAS 
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=x 
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[OLI r=} | =e 
=x | ro ft) = log, u га E 
fose ue re го) еа 
toza оаа СЕУ fu) ea* Inau* 
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- mum. D= (ш= tanto 
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